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vorliegende Bearbeitung des Problems, welche der Verfasser eben

vollendet hatte und mir zuzuschicken ohnehin im Begriffe war. Ich

glaube dieser Umstände erwähnen zu müssen, um von vornherein die

völlige Selbstständigkeit unserer beiderseitigen Arbeiten ausser

Zweifel zu setzen, wenn dieselbe gleich jedem aufmerksamen Leser

der betreffenden Aufsätze von selbst erhellen wird, wie denn in der

That Herr Prof. Grunert hauptsächlich den theoretischen Gesichts-

punkt festgehalten hat, während ich die Sache vorzugsweise prak-

tisch aufzufassen mich bemühte."

Über die Proximitäten der Bahnen der Planeten und Kometen.

Von dem c. M. J. A. firmiert.

(Vorgelegt von dem w. M., Herrn Director v. Littrow.)

Einleitung.

Unter einer Pro xi mität der Bahnen zweier Planeten, zweier

Kometen, oder eines Planeten und eines Kometen, wollen wir ein

Paar von Punkten dieser beiden Bahnen, von denen natürlich der eine

Punkt in der einen, der andere Punkt in der anderen Bahn liegt, ver-

stehen, deren Entfernung von einander, im Sinne der Lehre von den

Maximis und Minimis in der Differentialrechnung, ein Minimum ist,

und die Entfernung dieser beiden Punkte von einander selbst wollen

wir die Grösse der Proxi mität nennen. Solcher Proximitäten

kann es für jede zwei Bahnen mehrere geben , ebenso wie es in der

Differentialrechnung mehrere Maxima oder Minima, auch Maxima und

Minima zugleich, geben kann. Ist man aber im Besitz allgemeiner

analytischer Methoden, durch welche sich alle möglichen Proximi-

täten zweier Bahnen in allen Fällen bestimmen lassen, so ist es, indem

man die Grössen aller dieser Proximitäten mittelst bekannter Formeln

der analytischen Geometrie des Raumes berechnet und dann mit ein-

ander vergleicht, natürlich auch leicht, unter diesen Proximitäten die-

jenige herauszufinden, welche, nach dem obigen allgemeinen Begriffe

der Grösse der Proximität, die kleinste Grösse hat.

In einer ausgezeichneten Abhandlung über die „Bahnnähe n

zwischen den periodischen Gestirnen des Sonnen-

systems", die man in den Sitzungsberichten der mathe-

matisch-naturwissenschaftlichen Classe der kaiser-
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liehen Akademie der Wissenschaften, 1854, Jänner-

heft (Bd. XII, S. 44) findet, sagt Herr v. ßittrow: „Die Frage,

ob irgend Planeten oder Kometen sich einander in solchem Maasse

nähern können, dass anssergewöhnliche wechselweise Wirkungen

entstehen müssten, hat sehr an Interesse gewonnen, seit die Chancen

für ihre Bejahung mit der raschen Zunahme der Bevölkerung dieses

Systems durch entschieden bleibende Bewohner so sehr gestiegen

sind. Daher kommt es denn auch, dass Versuche, klare und umfassende

Anschauungen dieser Verhältnisse zu gewinnen, in unseren Tagen

immer häufiger werden, während ähnliche Arbeiten in früheren Zei-

ten selten oder nur durch besondere Veranlassungen entstanden. Ein

specieller Fall der Aufgabe, die uns hier beschäftigen wird, lenkte

schon früh die Aufmerksamkeit der Astronomen auf sich und verbrei-

tete sogar von Zeit zu Zeit in weiteren Kreisen eine gewisse Ängst-

lichkeit; die Möglichkeit des Zusammentreffens von Kometen mit der

Erde trat mit allen ihren eingebildeten Schrecknissen an die Stelle der

abergläubischen Befürchtungen, mit denen man früher diese Himmels-

körper betrachtete, sobald man erkannt hatte, dass sie zwar gesetz-

mässig, aber nach allen Richtungen um die Sonne kreisen, und das

ganze den Planeten angewiesene Gebiet durchkreuzen."

Soviel mir bekannt geworden ist, haben sich in neuester Zeit

mit dem in Rede stehenden Gegenstande zunächst die Herren Gould,

d' Arrest und Jahn beschäftigt. Aber alle diese Astronomen such-

ten in übereinstimmender Weise die kürzeste Distanz zweier Bahnen

in deren gegenseitiger Knotenlinie. Dadurch wird freilich die mathe-

matische Behandlung des Problems äusserst einfach und leicht; aber

eben so gewiss ist es, dass die Ansicht, welche dieser Auffassung der

Aufgabe zu Grunde liegt, von dem geometrischen Standpunkte aus,

auf den es doch hierbei zunächst nur allein ankommen kann, als eine

ganz verfehlte bezeichnet werden muss, als eine Ansicht, die auf

einer strengen mathematischen Basis zu fussen gar nicht im Stande

ist, und eine innere Berechtigung dazu gar nicht besitzt, sondern,

insofern es sich um die wirklichen Proximitäten zweier Bahnen han-

delt, blos auf einer ganz vagen Anschauungsweise beruht. Herrn v.

Littrow gebührt unstreitig das Verdienst, in der oben angeführten

Abhandlung das Problem zuerst aus dem allein richtigen geometri-

schen Gesichtspunkte aufgefasst zu haben. Indess kam es Herrn v.

Littrow zunächst weniger auf die theoretische Seite der Aufgabe
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—wenn gleich er dieselbe keineswegs ganz unberücksichtigt gelas-

sen und auch in dieser Beziehung schon Wesentliches geleistet hat,

—als vielmehr auf deren praktische Seite an, nämlich auf die in

unserem Sonnensysteme sich wirklich findenden Proximitäten. Dess-

halb zog er es für jetzt in sehr sinnreicher Weise vor, die Aufgabe

von dem in Rede stehenden praktischen Standpunkte aus mit Hülfe

eines von Herrn G u stav Starke, der sich zur Zeit auf der Wie-

ner Sternwarte erfolgreichen astronomischen Studien widmete, mit

ungemeiner Genauigkeit und Sauberkeit angefertigten Modells aller

hier zur Betrachtung kommenden Planeten- und Kometen -Bahnen,

dessen nähere Beschreibung man a. a. 0. mit grossem Vergnügen

lesen wird, und daran angeknüpfter graphischer Methoden zu lösen,

und zwar in so ausgezeichneter und vollständiger Weise, dass in die-

ser Beziehung wenig mehr zu tlmn übrig zu sein scheint. Dagegen

dürfte die rein mathematische Behandlung der Aufgabe noch manche

interessante und bemerkenswerthe Gesichtspunkte darbieten. Von

diesem rein geometrischen Standpunkte aus habe ich die Aufgabe

von den Proximitäten der Bahnen der Planeten und Kometen in der

vorliegenden Abhandlung zu behandeln gesucht, wobei sich freilich

gezeigt hat, dass man fast in allen Fällen auf Gleichungen höherer

Grade geführt wird, deren Auflösung die Kräfte der jetzigen Algebra,

insofern man sich nicht auf blosse Näherungsmethoden beschränken

will, übersteigt. Geleitet von der Ansicht, dass die vollständige Ent-

wickelung dieser höheren Gleichungen einen wesentlichen Nutzen

nicht gewähren würde, habe ich vielmehr die Auflösung der verschie-

denen Aufgaben so weit zu führen gesucht, dass dieselben blos mit-

telst Gleichungen des ersten und des zweiten Grades auf dem Wege

der successiven Näherungen ausgeführt werden kann, wobei ich es

mir zugleich habe angelegen sein lassen, die betreffenden Auflösungen

so anzuordnen, dass die zu bestimmende unbekannte Grösse bei dem

Anfange der successiven Näherung zwischen so engen Grenzen ein-

geschlossen wurde, als die Natur der Aufgabe irgend gestattete.

Wenn ich auch gern zuzugeben geneigt bin, dass sich noch manche

Abkürzungen und Vereinfachungen der von mir gegebenen Auflösungen

werden auffinden lassen: so hoffe ich doch auf der anderen Seite,

dass man mir das Zeugniss nicht versagen wird , nach möglichster

Einfachheit und Leichtigkeit wenigstens eifrig gestrebt, und die

Grundlagen festgestellt zu haben, von denen man bei allen weiteren
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Forschungen über diesen wichtigen und interessanten Gegenstand

nothwendig ausgehen müssen wird. Habe ich auch vorzugsweise die

geometrische Seite des Problems im Auge gehabt, so habe ich doch

zugleich die Darstellung so einzurichten gesucht, dass eine unmittel-

bare Anwendung der entwickelten Formeln und Gleichungen in der

Astronomie möglich ist; und um diese Anwendung noch mehr zu

fördern und zu erleichtern , habe ich in einigen der Abhandlung am

Ende beigefügten Anmerkungen die astronomische Bedeutung der

gebrauchten Symbole, nachgewiesen und an Beispielen erläutert.

I. Entwickelung der allgemeinen Grandformeln.

Wir wollen, um eine sichere Basis für das Folgende zu gewin-

nen und von möglichst einfachen Principien auszugehen, zuerst die

Proximitäten zweier beliebigen geraden Linien im Baume auf analy-

tischem Wege bestimmen, welche Betrachtung uns unmittelbar zu

dem richtigen Gesichtspunkte, aus welchem wir unser Problem im

Allgemeinen zu betrachten, und dann auch leicht zu den allge-

meinen Formeln oder Gleichungen, aus denen wir dessen Auflö-

sung in allen Fällen abzuleiten haben, führen wird.

Die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien im

Baume in einer bekannten besonders eleganten Form seien:

x—a y —I» *—

c

i cos a cos ß cos «/

' x—

a

t
y- ft, ss—t'j

cos <x
i

cos ß A
cos 7 t

immer unter Voraussetzung rechtwinkeliger Coordinaten. Sind nun

(x, 9, j) und (Xi , 9i » 81) d' e beiden Punkte dieser geraden Linien,

deren Entfernung E von einander ein Minimum werden soll, so haben

wir zur Bestimmung der Coordinaten r, 9, $ und x t , th , fa
dieser

beiden Punkte nach (1) zuvörderst die vier folgenden Gleichungen:

( t—a _ 9-6 _ j-e

/^>. j cos a cos ß cos 7

pi— "1 ^ Vi—*>t = h -«1
.

' cos a
j

cos ß t
cos '/(

zu denen wegen der Bedingungen der Aufgabe noch die Gleichung

(3) E = V (x—Xi y~ + O-th) 2 + (s— j,)
8 = Minimum

,

oder, was dasselbe ist, die Gleichung

(4) E* = (x—Xt)* + (9—9i)
2 + ($-ii)~ = Minimum tritt.
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Da wir uns vermöge der Gleichungen (2) die Coordinaten t), $

durch x, sowie die Coordinaten
tyj , j t durch Xi ausgedrückt denken

können, so ist 2? oder Ez als eine Function der beiden von einander

unabhängigen veränderlichen Grössen jr und X\ zu betrachten , und

man kann dann in dieser Beziehung die aus der Differentialrechnung

bekannten Bedingungen des Minimums anwenden. Zu dem Ende müs-

sen wir zuerst die, natürlich partiellen, Differentialquotienten

dE , dE—und —
,

dx dx x

entwickeln. Aus der Gleichung

E* = (x-x^y + 0-i>i) 3 + (i-hY
folgt aber durch partielle Differentiation nach je und Xi, wobei man zu

beachten hat, dass t) und j nur von x, t)i und %t nur von Xi abhängen

Weil nun nach den bekannten Bedingungen des Maximums und

Minimums

2.-0. H - o

sein muss, so liefert das Vorhergehende unmittelbar die beiden Glei-

chungen :

*-*+(»-».) £ + G-..)£-o.

Wegen der Gleichungen (2) ist aber:

«ty cos j3 rfj cos 7

rfr cos a r/r cos a

<ft; t
cos /3 1

rfjj cos 7j

tfcj cos cc
t

dx t
cos a

t

also nach dem Vorhergehenden:

rSl J
( x—̂ J cos a + (9—9i) cos ß -f (s— jj) cos 7 = 0,

' ^
| (je— Xi) cos a, + (9—9i) cos ß, + (j— Ji) cos 7, = 0.

Die sechs Gleichungen (2) und (5), nämlich die Gleichungen:

X—a ti—b i —c

h—&i 5i—

cos ß cos 7

cos ß l
cos 7,
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f6) |
(*— x^ cos * + (9—9») ™* r

3 + (h—h) cos 7 = 0,

*• ^
j (x—Xi) cos a, + (9—9t) cos ß, + (j— jO cos 7, =0;

sind zur vollständigen Bestimmung der sechs gesuchten Coordinaten

X, 9, j und Xi » 9i > Ji im Allgemeinen hinreichend; und da diese sechs

Gleichungen sämmtlich vom ersten Grade sind, so erhellet zugleich,

dass es für zwei gerade Linien im Räume immer nur eine Proximi-

tät gibt, insofern es nämlich überhaupt eine solche gibt.

Umüber Letzteres zu entscheiden, d. h. um zu entscheiden, ob

die Entfernung der beiden Punkte (x, 9, j) und (Xi , 9i » $0» deren

Coordinaten durch die Gleichungen (6) bestimmt werden, von einan-

der wirklich ein Minimum ist, müssen wir mit Rücksicht auf die Glei-

chungen

»-0. ^ =
dx dx

x

noch die zweiten Differentialquotienten

d*E d~E d 2E

dx* dx* dx dx x

entwickeln. Aus den aus dem Vorhergehenden bekannten Gleichungen

rr
dE

r ^ . r ^ ^ i / \ d *E Ä= (*-*> + (»-»') IT + ( *- s,) * '

r.
dE

r ^ r \ dh r \
dhE wr~ (r_ri) - ^-^

*,
-

(i_8,)
*,

folgt aber durch fernere Differentiation :

,dEy #R

d\)\z /rfj\2 d 2l
i) . d z

i
, + ©S

+ ©S

+ (^-)S + ^>
dx*

also, weil nach dem Obigen offenbar

^ = o ^--o- ^i-o ^--0
dx* ' dx* - "'

dx,*
_U

' *
t

»

~

ist, zugleich mit Rücksicht darauf, dass

dE n dE
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ist

:

£-* + ($ + (£)'•

a:

woraus man sieht, dass die zweiten Differentialquotienten

d~E , d2E— und —

—

dr «Fi

beide positiv sind, wie es zu einem Minimum bekanntlieh erforderlich

ist.

Differentiirt man ferner die Gleichung

*-5--0«-».)+(»-fc) 5 + O-«.) s
nach Xi, so erhält man

d£ dE
,

_ rf
3£—• V E

, ,

rfi) d\ }i d h du dH) d^
= ~ l - .* dT

x

~ * Wt

+ (^ l} *^7 + (Ml) **?
also, weil nach dem Obigen offenbar

rfj: rt"^ «*x
-

rfx
-

!

ist, indem man zugleich wieder die Gleichungen

dx dXi

berücksichtigt.

d zE dx, d\)
x di du

dxdxi dx dx t
dx ' dx

t

Nun ist aber bekanntlich

d\) cos ß d^ cos 7

dx cos a ' dx cos a

fty, cosß
x du cos 7j

cfrj cos Äj ' rfj*! cos «j

also

/rfl)\3 f^V cosa 2 -f-cosß 2 -j-cos'f 1

"• \dj)
"*" W^J cos aa ~

cos a 2 '

(
rf M2

-4- (
dh Y —c0Sct

i
iJ

t-
C0Sß* + c0S 'ii

2 _ j

WjJ ' U4
' cosaj 3 cosa

t

2
'

d\) d\)
i dl du c os a cos a, + cos ß cos ß x + cos 7 cos 7,

rt> d\
t

dx ' dx
t

'"os * cos a,
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Folglich ist nach dem Obigen

:

d*E 1 d*E 1

E ——-=
, E ——- = ;

dx" cos or rtXj" cosa^

d~E cosa cosa, fcos/3 cos ß x
-\-cos°i cos'^

dx dx
x

K08 a cos a,

und daher:

) vrfj: rfxj/ djc
a

djCj
2

(cos a cos a, -f- cos ß cos /3j -\- cos 7 cos 7,)
3 —i

cos a 3 cosa
x

z

Nun ist aber, wenn wir einen jeden der zwei von den beiden

gegebenen geraden Linien eingeschlossenen, 180° nicht übersteigen-

den Winkel durch bezeichnen, bekanntlich:

cos ö = + {cos OL cos CCi -f cos ß cos ß x + cos 7 cos 7 t ),

also nach dem Obigen

:

3 {, d2E Y dZE diE
\

co* 9 a —1 sin 3

)\dx dxi' dx z dx
t

2
\ cos a3 cos a

t
2 cosa 8 cos a, a

,

folglich offenbar

• o!
3£ v a d3^ d zE

\dxdXs) dx % dx z

eine negative Grösse, wie es bekanntlich das Minimum erfordert.

Hiernach sind also alle Bedingungen des Minimums vollständig

erfüllt, und es findet daher wirklich ein Minimum, aber auch nur

eines, Statt.

Hat man die Coordinaten je, 9, $ und X\ , 9i , Jt , mittelst der

Gleichungen (6) bestimmt , so findet man deren kürzeste Entfernung

E selbst mittelst der Formel

( 7 ) E = V(x-a) 3 +(9-9i) 3 +0-5i) 3
.

und man kann also jetzt im vorliegenden Falle nicht blos die Lage

der beiden, der einen Proximität, die es gibt, entsprechenden Punkte

der zwei gegebenen geraden Linien, sondern auch die Grösse dieser

Proximität bestimmen.

Wir wollen jetzt die gerade Linie, welche auf den beiden durch

die Gleichungen
tx —a y—b z —

c

/-q-v 1 cos a cos ß cos 7

\X «j */ —Oj * —Cj

' cos « t cos ß t
cos 7,
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gegebenen geraden Linien zugleich senkrecht steht, bestimmen. Sind

u, v, w und Mi, Vi, wx die Coordinaten der Punkte, in denen die bei-

den gegebenen geraden Linien von der gesuchten geraden Linie

geschnitten werden , so haben wir zu deren Bestimmung zuvörderst

die vier folgenden Gleichungen

:

u—a v—b w—c

Weil ferner

oder

cos
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ist. Also stellt die kürzeste Entfernung' zweier geraden Linien auf

diesen beiden geraden Linien senkrecht J
), und um die kürzeste Ent-

fernung zweier geraden Linien zu finden, wird man also die Lage der

auf diesen beiden geraden Linien senkrecht stehenden geraden

Linie zu ermitteln, und die Coordinaten der Durchschnittspunkte

dieser geraden Linie mit den beiden gegebenen geraden Linien zu

suchen haben.

Zu der Aufgabe, welche uns in dieser Abhandlung beschäftigen

wird, steht nun das Vorhergehende in der folgenden sehr engen

Beziehung. Weil die Richtung jeder Curvein der unmittelbarsten Nähe

eines beliebigen ihrer Punkte durch ihre Berührende in diesem Punkte

dargestellt wird, so ist aus dem Vorhergehenden unmittelbar klar,

dass, um die Punkte zweier beliebigen Curven im Räume zu ermitteln,

deren Entfernungen von einander Minima darbieten, d. h. um die Pro-

ximitäten zweier Curven im Räume zu linden, man die auf diesen

beiden Curven zugleich senkrecht stehenden geraden Linien und deren

Durchschnittspunkte mit den beiden Curven zu bestimmen suchen

inuss. Da es solcher auf den beiden Curven zugleich senkrecht ste-

hender gerader Linien in gewissen Fällen mehrere geben kann, so

kann es in gewissen Fällen auch mehrere Paare von Punkten der bei-

den Curven geben, deren Entfernungen von einander, natürlich im

Sinne der Lehre von den Maximis und Minimis in der Differential-

rechnung, Minima darbieten, d. h. es kann in gewissen Fällen meh-

rere Proximitäten der beiden Curven geben. Das kleinste unter die-

sen Minimis, ein sogenanntes Minimum Minimorum, wird dann das

Paar zusammengehörender Punkte der beiden gegebenen Curven

bestimmen, deren Entfernung von einander wirklich die all erkleinste

ist. Diesen Gesichtspunkt werden wir im Folgenden bei der Ermitte-

lung der Proximitäten der Bahnen der Planeten und Kometen stets

festhalten.

Das Bisherige setzt uns nun auch unmittelbar in den Stand,

mit Leichtigkeit die allgemeinen Formeln oder Gleichungen aufzu-

stellen, aufweiche wir bei der Ermittelung der Proximitäten zweier

4
) Dass man dies auch leicht elementar-geometrisch beweisen kann, ist bekannt; die

Vorzüge der allgemeinen analytischen Darstellung liegen aber hauptsächlich darin,

dass durch dieselbe der bestimmte Nachweis geführt wird, dass es nur ein Mini-

mum, auch kein Maximum gibt.
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beliebigen Curven im Räume immer werden zurückkommen müssen.

Sind nämlich

(10) v=f'(u), w=F O)
die Gleichungen einer beliebigen Curve im Räume, so ist für x, y, z

als veränderliche Coordinaten nach den Lehren der höheren Geometrie

(U) ,_„+(,-„) £ + (*_)£_„
die Gleichung der Normalebene dieser Curve in dem Punkte (uvw)' a

und sind ferner

(10*) v=f i (u), w= Ft (u)

die Gleichungen einer zweiten Curve im Räume, so ist ebenso, wenn

für Punkte dieser zweiten Curve die Coordinaten durch «,, vu wx

bezeichnet werden,

(H») ,_„, + („-„,) £i +(,_„,,)
rf£l = o

die Gleichung der Normalebene dieser zweiten Curve in dem Punkte

(ui Vx wC). Soll nun die durch die Punkte (u v tii) und (ii t v
y w{)

der Lage nach bestimmte gerade Linie, deren Gleichungen

(12)
' V~ U y ~ V %~w
COS (p

oder

(12*)

COS ip
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welche wir unseren folgenden Untersuchungen hauptsächlich zu

Grunde legen werden. Nachdem man u, v, w und u is v
t , wt

mittelst

dieser Gleichungen gefunden hat, dienen zur Bestimmung der Winkel

f,
ip, % die Gleichungen:

{ n - Uy v—i\ w—u\

(1 ') \ cos f cos ]/ cos £

( cos f~ -j- cos tp 2 -|~ cos yf = 1

;

und zur Bestimmung der kürzesten Entfernung E selbst, hat man die

Formel

(18) E = V(u—u
t y + (v—vt)* + {w—wx )\

oder auch, wie man mittels (17) leicht findet, die Formeln:

(19) E = vol. abs. = val.abs. —= val. abs. -.

COS
(f

cos <p cos x

Wenn die eine der beiden gegebenen Curven, etwa die erste, ganz

in der Ebene der xy liegt, so ist allgemein

w = o, also auch —= o;
du

und die allgemeinen Gleichungen (16) werden folglich in diesem

Falle

:

v = f (u), w = ;

Vi = /i (wi), Wi = Fi («j);

< u—u t + (v —»i)-r- == 0,v du

dvy dw
x

u—a %
-+- (v —Vi)- iVi

——= 0.
dlly dlly

II. Allgemeine Gleichungen einer elliptischen Bahn.

Den von dem Mittelpunkte der Sonne eingenommenen Brenn-

punkt einer elliptischen Bahn, wollen wir als Anfang eines recht-

winkligen Coordinatensystems der xyz, übrigens aber die Axen der

x, y, z willkürlich annehmen, und wollen unter dieser Voraussetzung

jetzt die allgemeinen Gleichungen der elliptischen Bahn, indem wir

dieselbe als eine Curve im Baume betrachten, entwickeln, indem die

Kenntniss dieser Gleichungen für die Auflösung unsers Problems

natürlich von der grössten Wichtigkeit ist.

Die Knotenlinie der Bahn, worunter wir die Durchschnittslinie

ihrer Ebene mit der Ebene der xyz verstehen, wird durch den



Über die Proxiimtäten der Bahnen der Planeten und Kometen. JJ \

Anfang der Coordinaten in zwei Theile getheilt, von denen wir der

Kürze wegen den einen den positiven, den anderen den negativen

Theil der Knotenlinie nennen wollen. Der von dem positiven Theile

der Knotenlinie mit dem positiven Theile der Axe der x eingeschlos-

sene Winkel, indem wir diesen Winkel von dem positiven Theile der

Axe der x an durch den rechten Winkel (xy) hindurch von bis 360°

zählen, soll durch w bezeichnet werden. Den positiven Theil der

Knotenlinie nehmen wir als den positiven Theil der Axe der x x
eines

rechtwinkligen Coordinatensystems der x x y x z x
an, welches mit dem

Coordinatensysteme der x y z den Anfang gemein hat, und lassen die

Ebene der x t y t
mit der Ebene der xy zusammenfallen; der positive

Theil der Axe der y x
wird so angenommen, dass man sich, um von

dem positiven Theile der Axe der x\ an durch den rechten Winkel

(#1 2/0 hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y y
zu gelangen,

nach derselben Seite hin bewegen muss, nach welcher man sich

bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe der x an durch

den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven Theile der Axe

der?/ zu gelangen; den positiven Theil der Axe der z x
lassen wir

mit dem positiven Theile der Axe der z zusammenfallen. Unter diesen

Voraussetzungen haben wir nach der Lehre von der Verwandlung

der Coordinaten zwischen den Coordinaten der Systeme der xyz und

x i 2/i z i die folgenden Gleichungen

:

( x = Xi cos w —y x
sin w,

(1) 1 y = Xi sin w -|- y x
cos w,

[z = Zi ;

aus denen sich leicht umgekehrt

( Xi = x cos (x> -f- y sin w,

(2) \ y t
= —x sin o> -\- y cos oj,

z ±
= z

ergibt. Den 180° nicht übersteigenden Winkel, welchen der auf der

positiven Seite der Ebene der xy oder x t y x liegende Theil der

Ebene der Bahn mit dem der beiden Theile, in welche die Ebene der

xy oder x x y t
durch die Axe der x x

getheilt wird, in dem der

positive Theil der Axe der y {
liegt, einschliesst, wollen wir durch i

bezeichnen. Dann ist offenbar in völliger Allgemeinheit

(3) Zi = y t fang i

4*



oder

(4)
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division:

(9) tang i =
:

X sin tu —y cos co

oder

(9*) x sin oj sin i —y cos w sin i -j- z cos i = 0,

welche Gleichung nach (4*) die Bedingung ausdrückt, dass die

Ifauptaxe in der Ebene der Bahn liegt.

Die erste der beiden Gleichungen (8) bringt man leicht auf die

Form

, . „^ x cos tu —sin tv tarnt lä cos i

y sin a> -f- cos tu tang <Wcos i

oder

. „ ^ x cos tu cos Tji —sin tu sin *& cos i

(10*)
y sin co cos Ttf + cos co sin lä cos i

Also ist, wie man leicht findet

:

x cos o) -j- y sin w

cos 'üt= : : rX
cos tu cos ttf —sin co sin CÖ>

cos i

cos T$—-. ; r y,
sin co cos Ttf + cos tu sin Tjf cos i

und die Gleichungen der Hauptaxe sind daher nach (8):

sin *üf sin i

cos co cos tf —sin co sin Trf cos i

sin Ttf sin i

X,

oder

(11*)

sin co cos Vf -f cos tu sin *& cos i

cos co cos Ttf —sin co si)i Ttf cos i

>J

sin co cos Ttf -f- cos co sin Tä cos i

sin taf sin i

Von einem Punkte in der Ebene der Bahn, dessen Coordinaten

im Systeme der xy% wir durch u, v, iv bezeichnen wollen, werde

jetzt auf die Hauptaxe der Bahn ein Perpendikel gefüllt, dessen

Gleichungen

(12) = — =
y J ABC
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sein mögen. Weil der Punkt (uvw) in der Ebene der Bahn liegt, so

findet nach (4*) zwischen dessen Coordinaten u, v, w die Gleichung

(13) u sin w sin i —v cos w sin i -j- w cos i =
Statt; und man kann also offenbar die Gleichung (4*) der Ebene der

Bahn auch auf folgende Art darstellen :

(14) (x —u) sin oj sin i —(y —i>) cos w sin i-\- (z —w} cos i = 0.

Also muss, weil das durch die Gleichungen (12) charakterisirte

Perpendikel in der Ebene der Bahn liegen soll, offenbar

(15) A sin w sin i —B cos w sin i -\- C cos i =
sein. Ferner ergiebt sich nach den Lehren der analytischen Geometrie

wegen der Gleichungen (11*) und (12) die Gleichung

cos co cos *Gf —sin m sin läcos i A
j

=
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.'/ —v

sin u> sin txf cos w cos Tä cos i

% —tv

cos IJf sin i

Bezeichnen jetzt x, y, z die Coordinaten des Durchschnitts-

punktes des von dem Punkte (uvw) auf die Hauptaxe gefällten

Perpendikels mit der Hauptaxe, so müssend, y, «aus den Gleichungen

cos co cos eGf —sin co sin tf cos i

y

sin o) cos'üf + cos o> sin TZf cos i

lind

sin TZf sin i

x —M

cos w sin 17f + sin w cos Itf cos i

y - v

sin co sin 73" —cos oj cos 17f cos i

% —w
cos 1!f sin i

bestimmt werden.

Zuvörderst erhält man leicht für z die beiden folgenden Aus-

drücke:

siniä ( )

\z = < u cos TSf sin i -f w (cos wsin 17f -j- sin w cos tWcos i) >,

v cos t/f sin i -j- w (sin wsin 17t —cos oj cos 17t cos i)

Dass diese beiden Ausdrücke von z wirklich einander gleich sind,

ergibt sich leicht mittelst der aus dem Obigen bekannten Gleichung

u sin w sin i —v cos w shi i -j- w cos i = 0.

Mit Rücksicht auf diese letztere Gleichung erhält man für z leicht noch

die folgenden Ausdrücke:

l* = sin 17t (u cos w cos 17t sin i -\- v sin w cos 17t sin i -j- w sin "W),

(19*) <» = —sin 17t tang i i(sin co sin 17t —cos w cos 17t cos i) u —
f (cos w sin 17t + sin w cos 17t cos i) v\

.
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Für«

—

w erhält man aus (19) die beiden folgenden Ausdrücke

cos Ttf

\z —w= lusinTtf sini —iv (cos oj cos Iti —sinoysinlTf cos i)\,

(20) '

C0SM

COS 'Üf
\ ]W= < v sin "W sin i —w (sin oj cus TZf -f- cos oj sin 'Cf cos i) >

sin oj
|

y
l

und mit Rücksicht auf die Gleichung

u sin w sin i —v cos w sin i -\- w cos i = 0,

ferner die beiden folgenden Ausdrücke:

!%
—w= cos itf (u cos wsin'üf sin i -{- v sin oj sinTrfsin i —wcostf)

%—w—cos tTf tang i Hsin oj cos 'üf + cos oj sin 17f cos ?') u —
(cos oj cos «W —sin oj st/i "W cos i) v\

.

Die Grössen x, y und a? —u, y —v findet man mittelst der

folgenden sich unmittelbar aus dem Obigen ergebenden Formeln:

cos oj cos lä —sin oj sin 'W cos i

X =
(21)

und

(22)
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Sei nun zuerst e positiv. Liegt dann der Punkt (jeyz) auf der

positiven Seite der Ebene der xy, so ist die Entfernung des Punktes

(xyz) von dem Mittelpunkte der Ellipse offenbar

V x % + 2/
3 + z- —e

oder

e —V x- + y
z + z%

jenachdem

1/# 2 + 2/
a + z 2 > e oder J/# a + # 8 + s a <e

ist. Liegt dagegen der Punkt (xyz) auf der negativen Seite der

Ebene der xy, so ist die Entfernung des Punktes (xyz) von dem

Mittelpunkte der Ellipse allgemein

Sei fernere negativ. Liegt dann der Punkt (#2/t) auf der posi-

tiven Seite der Ebene der xy, so ist die Entfernung des Punktes

(xyz) von dem Mittelpunkte der Ellipse offenbar allgemein

Vx* + y*+z* + (—«)»
also

Vx n
- + y* + z* —e.

Liegt dagegen der Punkt (xyz) auf der negativen Seite der Ebene

der xy, so ist die Entfernung des Punktes Qvyz) von dem Mittel-

punkte der Ellipse

\/x*+y* + z* —(— e)

oder

also

oder

jenachdem

(— e) —\/x* -f */
2 + z\

e + V&+y*+* 2

(e + Vx*+y*+z»)

y x* 4- y* -\-

z

2 > —e oder \ x~ -\-y 2 + Z 2 < —e

ist.

Nimmt man alles Vorhergehende zusammen, so ergibt sich

Folgendes :
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Wenn der Punkt (xyz) auf der positiven Seite der Ebene

der xy liegt, so ist die Entfernung des Punktes {xyz) von dem

Mittelpunkte der Ellipse immer

Wenn der Punkt (jj/z) auf der negativen Seite der Ebene der

xy liegt, so ist die Entfernung des Punktes (xyz) von dem Mittel-

punkte der Ellipse immer

± + V^ 8 + y' + * 8
)-

Nach (23) ist nun
»3

^ 2 + 2/
2 + * 8 =

sin 'GJ'
3 sin i

2

und folglich, weil keiner der Winkel <7tf und i grösser als 180°,

also sowohl sin <&, als auch sin i positiv ist,

\/x* + 2/
3 + * a = ±

wo man das obere oder untere Zeichen nimmt, je nachdem z positiv

oder negativ ist, d. h. jenachdem der Punkt {xyz) auf der positiven

oder negativen Seite der Ebene der x y liegt.

Halten wir dies mit dem Vorhergehenden zusammen, so ergibt

sich unmittelbar, dass die Entfernung des Punktes (xyz) von dem

Mittelpunkte der Ellipse immer

± I. - -—^1
V. smTäsimJ

ist.

Werden nun wie gewöhnlich die grosse und kleine Halbaxe

der Ellipse durch a und b bezeichnet, wo also

(25) e 3 = « 3 —6 3

ist, so ergibt sich, wenn nun der oben betrachtete Punkt (uvw) ein

Punkt der Ellipse ist, wegen der Natur der Ellipse auf der Stelle die

Gleichung

(26 )
JL ( e ü—y + ^- u)i + ( *

w)a + (s "^ 3

er \ sinTjfsinij

also nach (24) die Gleichung

(27) —(e V + —.

in welche man alle obengefundenen Ausdrücke von z und z—w durch

u, v, w einführen kann. Diese Gleichung nebst der aus dem Obigen

bekannten Gleichung

(28) >t sin w sin i —v cos w sin i -\- w cos i =

//-

o-«o a

= ,
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sind die allgemeinen Gleichungen der als eine Curve im Räume

betrachteten elliptischen Bahn.

Der Fall, wenn i = ist, d. h. wenn die elliptische Bahn ganz

in der Ebene der xy liegt, erfordert noch eine besondere Betrach-

tung. In diesem Falle sei <# der 180° nicht übersteigende Winkel,

welchen der auf der positiven Seite der Axe der x. liegende Theil der

Hanptaxe der Bahn mit dem positiven Theile der Axe der x ein-

schliesst; dann ist offenbar in völliger Allgemeinheit

(29) y = x tang <#

die Gleichung der Hanptaxe. Ist nun {u v) ein beliebiger Punkt in

der Ebene der xy, so ist die Gleichung jeder durch denselben

gehenden geraden Linie

:

y —v = A (x —u).

Soll diese gerade Linie auf der Hanptaxe senkrecht stehen,

so muss

1 -|- A tang Ttf = 0, A = —cot <&

sein, so dass also

y —v = —(x —u) cot 'S?

die Gleichung der durch den Punkt (iiv) gehenden und auf der

Hanptaxe senkrecht stehenden geraden Linie ist. Ist nun {xy) der

Durchschnittspunkt dieses Perpendikels mit der Hauptaxe, so müssen

die Coordinaten x, y aus den beiden Gleichungen

y = x tang Ttf,

y —v = —{x —u) cot <tö

bestimmt werden. Mittelst leichter Rechnung erhält man aus diesen

Gleichungen :

x = {u cos Ttf -j- v sin <&) cos itf,

y = {u cos «TTf -\- v sin <&>) sin <&
(30)

und

(31)

also:

(32)

x —u = —{u sin <& —v cos Tö) sin vtf,

y —v = {u sin <& —v cos <&) cos <&;

( x'* -j- ?y
3 = (u cos vrf -\- v sin <&)*,

)x —«) a + {y —v)* = {u sin <# —v cos <tö)~.

Bezeichnen wir die Entfernung des Mittelpunktes der Ellipse

von ihrem als Anfang der Coordinaten angenommenen Brennpunkte,

indem wir diese Entfernung als positiv oder als negativ betrachten,
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jenaehdem der Mittelpunkt der Ellipse auf der positiven oder negativen

Seite der Axe der ob liegt, mit Rücksicht hierauf durch e, so sind

allgemein e cos <tf, e sin <& die Coordinaten des Mittelpunktes der

Ellipse, und das Quadrat der Entfernung des Punktes (x y) von dem

Mittelpunkte der Ellipse ist folglich

(x —e cos <&)* -f- (y —e sin Ttf)
2

,

also nach (30)

:

(u cos T3" + ?' sin Ttf —e)
2 cos Itf

3 + (« cos t
BJ

> + v sin TS" —e) z sin Ttf-

= (u cos T3" -j- v sin 1ä —e) 2
.

Weil

(x —u) z -j- (y —v) z = (u sin <tf —v cos <tö)*

das Quadrat der Entfernung des Punktes (uv) von der Hauptaxe der

Ellipse ist, so ist, wenn (uv) in der Ellipse liegt, nach der Natur

dieser Curve:

. ( u cos Tä + v sin tf - e \ä ( n sin "W —v cos trf \~ ,

(33 ) (_ ) + (
-

J
= 1,

welches also die Gleichung der Ellipse im vorliegenden Falle ist.

III. Allgemeine Gleichungen einer parabolischen Bahn.

Indem wir wieder den Brennpunkt der Bahn als Anfang der xyz
annehmen, werde jetzt die Entfernung des Scheitels der Parabel von

ihrem Brennpunkte, indem wir dieselbe als positiv oder als negativ

betrachten, je nachdem der Scheitel auf der positiven oder negativen

Seite der Ebene der xy liegt, durch a bezeichnet, wo also der abso-

lute Werth von a der vierte Theil des Parameters ist.

Sei zuerst a positiv. Unter der Voraussetzung, dass der in II,

worauf wir uns hier überhaupt beziehen, durch (uvic) bezeichnete

Punkt der Parabel wirklich angehört, ist in diesem Falle die Ent-

fernung des dort durch (xyz) bezeichneten Punktes vondem Scheitel

der Parabel offenbar

a _ \/x* + iß + * 3

oder

a + Vx " + y
2 + **•

je nachdem der Punkt (xyz) auf der positiven oder auf der negativen

Seite der Ebene der xy liegt.
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Sei ferner a negativ. Unter der Voraussetzung, dass der Punkt

(w v w) der Parabel wirklich angehört, ist in diesem Falle die Ent-

fernung des Punktes (x y z) von dem Scheitel der Parabel

oder

also

oder

—(« + f/*» + *• + *)

je nachdem der Punkt (.t* y z) auf der positiven oder negativen Seite

der Ebene der x y liegt.

Nun ist aber nach II, indem w, <&, i ihre dortigen Bedeutungen

auch jetzt unverändert beibehalten,

(-
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wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, je nachdem a posi-

tiv oder negativ ist.

Bezeichnen wir nun den Parameter der Parabel durch p, so ist

nach der Natur der Parabel

O—uy + (y— t') 2 + 0—«O
a = + 7> (« —

.

*
. . 1

.

sm 'ra sin i'

das obere oder untere Zeichen genommen, je nachdem a positiv oder

negativ ist; es ist aber mit derselben Bestimmung wegen des Zeichens

p = + 4 «, also + p = 4«, und folglich nach dem Obigen

allgemein

:

(v—u) 2
-f (y—vy + (s— w)2 = 4« (a .

*
. . 1

.

sin Txf sin i )

also, weil nach IL (24)
(s

—

w) 2

ix—üy + o—ü)
2 + 0—w)

2 = •

cos *Gf~ sin i~

ist:

(z —?o) 3

- = 4 rt (r/
;

—
)

sin '73' sin Vcos r C3
>J sin i

2 sin Ttf sin i

oder

:

(1) (z —ic) 2 = 4« cos «TS'
2 s/w i 8 (a

: :
—

.)
sin Ttf sin i'

wo man für % und «

—

w alle aus II. bekannten Ausdrücke dieser

Grössen durch u, v, w setzen kann. Vorstehende Gleichung nebst

der aus II. bekannten Gleichung

(2) u sin w sin i —v cos w sin i -\~ w cos i =
sind die allgemeinen Gleichungen der als eine Curve im Räume

betrachteten parabolischen Bahn.

Betrachtet man den Parameter p der Parabel als positiv oder als

negativ, je nachdem der Scheitel derselben auf der positiven oder

negativen Seite der Ebene der ocy liegt, so ist allgemein a = —p ',

also nach (1):

( 3) (z —w) 2 = p cos <#- sin i % \— p -
. _ .

—
.

)

v J ' V 4 sin 'üf sin i)

oder

1 / 4 z >>

(3 *) (z —w) z = —p cos tt>
2 sm i

2 \p . ^ .
—.1.

v J v 4 v sin Ijf sin iJ

Liegt die Bahn ganz in der Ebene der xy, so wollen wir auf

ähnliche Art wie in II. durch Ttf den 180° nicht übersteigenden Win-
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kel bezeichnen, welchen der auf der positiven Seite der Axe der x
liegende Theil der Axe der Parabel mit dem positiven Theile der Axe

der x einschliesst; die Entfernung des Scheitels der Parabel von ihrem

Brennpunkte oder dem Anfange der Coordinaten, indem man diese

Entfernung als positiv oder als negativ betrachtet, je nachdem der

Scheitel auf der positiven oder negativen Seite der Axe der x liegt,

soll aber durch a bezeichnet werden. Ist dann («») ein beliebiger

Punkt in der Ebene der xy, und sind x, y die Coordinaten des Fuss-

punktes des von dem Punkte (uv) auf die Axe der Parabel gefällten

Perpendikels, so ist nach der Lehre von der Verwandlung der Coordi-

naten offenbar u cos Vtf -f- v sin <tf die Entfernung des Punktes (xy)

von dem Anfange der Coordinaten, wenn man diese Entfernung als

positiv oder als negativ betrachtet, je nachdem der Punkt (xy) auf

der positiven oder negativen Seite der Axe der x liegt. Hieraus

ergibt sich mittelst einer einfachen Betrachtung, dass

± { a —(u cos <tf -f- v sin <tf) } ,

das obere oder untere Zeichen genommen, je nachdem a positiv oder

negativ ist, die Entfernung des Punktes (xy) von dem Scheitel der

Parabel ist. Also ist, mit derselben Bestimmung wegen des Vorzei-

chens, wenn (u v) ein Punkt der Parabel ist und p deren Parameter

bezeichnet, nach der Natur der Parabel

:

(x —u)~ -f- (y —y)
3 = ± p { a —(u cos <tö -f- v sin <&)

\ ,

und folglich, weil ± p = 4« ist:

(x —u)~ -f- (y —
y)

3 = 4 a
| a —(u cos <&

-f- v sin <&) ].

Ganz wie in II, ist aber

(x —u) z
-f- (y

—v)~ = ( ü sin tjj" —v cos Ttf) 3
,

folglich

(4) (ii sin <Tä —v cos <rü) 3 = 4 «
|

a —(u cos <7tf -j- v sin vrf) l

die Gleichung der Parabel im vorliegenden Falle.

Betrachtet man den Parameter p als positiv oder negativ, je

nachdem der Scheitel der Parabel auf der positiven oder negativen

Seite der Axe der x liegt, so ist a =-rP' a ^ so nac ' 1 (^)

(5) (u sin <tf —v cos <&)* = p \
—p —(ucos<tf + v sin <ti) I

oder

(5*) (usin <& —v cos <tf) 2 = —p
\
p—4 (u cos <& -f v sin <tf) \.
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IV. Proximitäten zweier elliptischen Bahnen , die einen Brennpunkt mit

einander gemein haben.

Wir werden im Folgenden für beide Bahnen gleichbedeutende

Grössen immer mit denselben Buchstaben, die nur für die eine der

beiden Bahnen mit unteren Accenten , welche bei der anderen Bahn

wegbleiben, versehen werden, bezeichnen; übrigens behalten alle in

II gebrauchten Symbole ganz dieselbe Bedeutung wie dort, welche

wir daher hier nicht wieder von Neuem angeben werden *).

Setzen wir nun der Kürze wegen

:

cos 6 = sin w sin <irf —cos w cos <& cos i,

cos r = cos (xi sin <& -j- sin o) cos Ttf cos i,

\ cos = sin w cos <tf -j-- cos w sin <73
>

cos i,

cos % = cos o) cos <& —sin w sin 1$ cos i,

so erhalten wir nach II. (19), (19 *) und II. (20), (20 *) für z und

%—w die folgenden Ausdrücke:

(2) z = -—sin <tö tang i (u cos d —v cos r)

sin Ttf . • , \= (u cos <tö sin i -f- w cos r)
cos w

= — (v cos vrf sin i -f- w cos 9)
sin co

= sin <# (u cos w cos trf sin i -f » sin w cos tösini -f-

-f- w sin ttf}

und

(3) z

—

w= cos <& tang i (u cos® —v cos %)

cos'üf . . . cj.^= fu sin itf sin i —w cos ,£)
COS0}

= (v sin <# sin i —w cos 0)
[COS w

= cos^ (u cos w sin «73 sin i -\- v sin w sw'tf sini

—w cos Ttf).

Hieraus erhält man leicht:(av \

cos —cos r —
J

sinfäf ... <ho
\= — I cos <D" sin i +- cos t — ,

cos oi V au J

*) Natürlich haben die mit unteren Accenten versehenen Buchstaben hier eine andere

Bedeutung als die mit unteren Accenten versehenen Buchstaben in II.
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d (%—w) j v— = cos <tf taug i (cos —cos % —

)

au du)
C0S ** ( • ~s • • ~ '^X= sin <& sin i —cos % —I :

cos co V du)
und weil nun wegen der aus II. (27) bekannten Gleichung

-Ac
z
-

)

a + - (*~ w>
2

=1
«r V sintf sini' b 2 eos 10* sin i*

wie man leicht findet

,

-,J—
(* Ä i - -JL-] - = —*— (z-w) i^^

a'**n«BfV sin TUJ du b z cos<&*\ ) du

ist, so erhält man durch Substitution der obigen Ausdrücke von

d% d (z—w)—und —
du du

in diese Gleichung leicht die folgenden Formeln

:

(dv =
^^^(esin^sini-z^cos 0+^-±_ (*_ w) C08 @

(4) J
^7^ (ßsm * sm»-*) cos T + öi-^7^ ( *~^ ™s *

f— = —̂>« ^
:

— o_cosjra;

aM 1 1

Nach II. (28) haben wir auch die Gleichung

u sin oi sin i —v cos w sin i -\- w cos i =
,

aus der sich

• • . . dv . dwsm w sin i —cos w sm i \- cos i —=
du du

ergibt; führt man in diese Gleichung die Ausdrücke (4) von

dv dw

du du

ein, so findet sich dieselbe, mit Rücksicht darauf, dass wie sich

aus (1) mittelst leichter Rechnung ergibt,

sin i (cos o> cos d -f cos i cos <tf) = sin i sin w cos r,

sin i (cos w cos © —cos i sin <&) = sm i sin w cos %
ist, vollständig erfüllt, woraus die Richtigkeit der Ausdrücke (4)
erhellet.

Setzen wir nun der Kürze wegen

(5) j = z —w, iv = z —
j,

Sitzb. d. malhem.-naturw. Ct. XIII. Bd. I. Hfl. 5
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so haben wir nach II. (19 *), (20 *) die Gleichungen

z = sin <& (u cos oi cos Ttf sin i -\- v sin w cos Ttf sin i -f- w sin Ttf),

= cos Ttf (n cos oi sin Ttf sin i -f- v sin oi sin ttf sin i —w cos <&) ;

aus denen sich durch Elimination von w leicht

, -. . . £ cos Ttf
2

-f- 5 sin Ttf
2

(m cos oi -\- v sin oi) sin i =
:

sin *&? cos tsf

ergibt. Verbindet man hiermit die aus der Gleichung II. (28) sogleich

folgende Gleichung

(u sin öl —v cos oi) sin i = —w cos i = (j

—

z) cos i

und bestimmt dann u, v, w durch z, j, so erhält man mittelst

leichter Rechnung die folgenden bemerkenswerthen Ausdrücke

:

cos % cos r

. cosec i,

sinfli costä;

cos -i. cos z \

[

u = -^3 + l —z:
\ sinla cosTäs

) , cos cos \
1

*

\v = (z — (- I

J stn'üf coslä;
, cosec l,

svn'GJ coslli;

[W =Z —
J.

Setzen wir aber grösserer Einfachheit wegen noch

*

—

w
(7) Z = e -

. . . , 3 =

sinläsin i eosTjj sin i

so werden vorstehende Ausdrücke:

(
m = (c —Z ) cos X -f- 3 cos T

j

(8) )o= (e —Z) cos S +3 cos 9 ,

(«' = |(<? —Z ) shjtji —3 cos *&
\

^n i;

und für die andere Bahn ist für

(7*) z i=ei ^-. 3, - 8l
~

t

°.
1

•

sin cüi
l

sini
x

cos'ZS
i

sini i

natürlich in ganz ähnlicher Weise:

(

ih= (ei —Zx ) cos %i -f 3t cos r u
(8 *)

J

Vi= (e t —Z,) cos 0j + 3, cos 6 t ,

\Wi= [{e t —

Z

t ) sinltfi —3 1 cosltfi}sin i
v

.

Nach II. (27) und den beiden vorhergehenden Gleichungen (7)

und (7 *) hat man nun zunächst die beiden folgenden Gleichungen

:

<•> & +(!)'-«• ©'+©-*•
Ferner muss nach I. (16)

dv dw
11—Ui -f (v —Vi)—- -f- (w—ivt) —= 0,

aw du

i r \
dw

* i f \
dWi n

du
t

du
x
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sein. Diese Gleichungen führen mittelst (4) sehr leicht zu den beiden

folgenden Gleichungen:

Z= { (m Wj) cos r + (v —y,) cos 9 —(tv— u\) cos Ttf sin i \

3
-4-

{ (m—u/) cos X -f- (v—v
t ) cos -+- (to —w^ sin tf sin i

\ t

= i (u —n
t ) cos Tj -f- (y— y,) cos 8

t
—(ty

—

w
t

) cos^tfj^ sin iA

o
4- \(u —i/j) cos 'X

i + (y

—

y,) cos 0, -f- (tv —iy,) sin *ö'
1

sin »,}

;

und führt man nun in diese Gleichungen für n, v, w und u t , v lf W\

ihre Werthe aus (8) und (8 *) ein, so erhält man

:

( (e —Z ~)(cos t cos% -\-cos 9 cos —sinTä cosTSt sini z ~)

Z
) +3 (cos r cos r -)- cos 6 cos ^ -\-co8tf cos^f sini z

)

a 2 j —(e
t
—Zj)(cos r cos X t

-\- cos 9 cos0j —cosltf sin*Cf
1

«tnt «mi|)|

f —3i (cos r cos Tj +cos 6 cos öj-fcos'W cos'üf
l

sini sini
t )

f (e —Z ) (cosX cos% +cos0 cosQ -f-smTU' sin •ö' sini z
)

3 ) +3 ( cos T CÖS $ -|-cos 9 cos —sinljf cos lä sini 2
}

'
"ftä"

] —(cj —

Z

1
)(cosX cos£

t
-|-cos0 cos Q

i
-\-sin eGf sin eGf

l
sin i sin i 4 )/

f —3i (cosX cos rj-f-cos© cos 9,

—

sinTÜ cosTä
x

sin i sini
t )

( (e —Z)(cosX cosTj+t'osO cos B
t
—sinfjf cos'tt

l
sini stnt 1 )

>

^i )
+3 ( c0 « 7 cos r

t -fco« 9 cos 9
1

-fcosT3' costäi sini sini^l

a a
J
—

(

e
i

—

Z^feos r
l cosX

i
-\-cos

1
cos®

i
—sintf

l
cos'Gf

i
sini

i

2 ')

f —3i (c° s T
i

cos Tj-j- co* Q
t

cos Q
t -f cos C

GJ'
1

cos TB*! sjh ij
2

)

/ (e

—

Z )(cosX cosXi-j-cosQ cos
1

-fsi//T3' sin fS \ sini sin i

3i
)

+3 (cos 7 cosXi + cos 9 cos9
i
—cosTtf sin t

tif
i

sini sini^l

' 2
J —(«i

—Zj) (cos SjCOS t,-)- cos
X

cos

Q

i
-\-sin cüf

i
sinT!t

f
siui^) f

f —3i (cos r
i

cosX
l

-\-cos Q
i

cosQ
t
—sinlä

t
cos VÖ

1
sini f) )

Sehr leicht überzeugt man sich aber von der Richtigkeit der

folgenden Gleichungen:

cos v cos X + cos cosQ —sin Tjf cos t 5J
>

sin i
3 = 0,

cos tj cosXj -\- cos 9
t

cos0j —sin Ttf
l

cos "tf, sin ij
3 = ;

cos r cos t -f- cos 9 cos 9 -)- cos T3" cos <Ö>

st« i ~ = 1 ,

cos r
t

cos Tj -)- cos 9
t

cos 9
t -f cos , tö

>

1
cos ta? j «t» tj

3 = i ;

cos£ co«Ü -)- cos0 cosQ -\- sin Irf sin *tö sin i
3 = 1 ,

cosX
t cosXi -f cos®! cos®

i
-j- sin Trfi sin Tjf

f
sin t,

3 = 1;

und setzt man dann der Kürze wegen:

A = cos r cosXy -f- cos 9 cos 9
t
—cos 'üf sin ^!f

x
sin i sin i

t

,,^^ = cos (co —ojj) (sin Tlf cos T3*! —cos Ttf sj» TB'j cos i cos i 4 )
J + sin (w —Wj) (cos "üf cos 'BJ'j cos i -f- sm '73' sin T3

1

! cos ij)

—cos T3" siw 'Wj sin i sin i\ ,

5°
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B = cos r cos tj + cos Ö cos Oj + cos Ttf cos 'Ö'
1

sin i sin i
x

= cos (w —Wj) (sm *Cf si/t
eGf

i + cos Ttf cos <Ö'
1

cos i cos i
A )

+ sin (w —Wj) (cos 'W si« Trfj cos i —sin Ttf cos <CJ
>

1
cos i 4 )

+ cos t CJ
>

cos 'Gf
t

sin i sin i v

C = cos% cos%
t

+ cos 6 cos öj + sin 'Gf sin Tat sin i sin i
t

_ cOS ( w—0Jl ) ( cos 'Bf cos ,Ö,

1
+ si» 'S/ sin Tif

i
cos i cos ij)

—sin (w—oj
1 ) (sm 'GZ cos TD*! cos i —cos Ttf sin •Ö'

1
cos i

t )

+ sin Tjf sin eÜf
i

sin i sin i v

D= cos% cos z
t

+ cos Q cos B
t
—sin «BJ" cos 'Ö'i sin i sin i

x

__ cos ( w—Wl ) {cos Ttf «in *5J
>

1
—sin t CJ

>

cos Ttfi cos i cos i 4 )

—sm (w—ojj) (sin ttf sin «ra^ cos i + cos Ttf cos 'Wj cos ij)

—sin "GJ cos <Gf
i

sin i sin i
t ,

so werden die beiden obigen Gleichungen

:

+ 4- 1
(*—z)—c (*i— Zi)-i>3i

}
= o

,

(ii) <
a

und zur Bestimmung der vier Grössen Z, 3, Z1( 3t haben wir daher

nach (9) und (11) die vier folgenden Gleichungen:

+ 4_|( e_z)-C( ei -z 1 )-i>3i
}
= o.

^\\ D{e—Z) + A3 —3i } +

+ |i-

1

C (e-Z)+A3 - (e t -Z0
}
= 0.

Hat man Z, 3; Z l5 & mittelst dieser Gleichungen gefunden, so

ergeben sich u, v, w\u x , v x , wt mittelst der Formeln (8) und (8*>

Zwischen den Grössen A, B, C, D existiren verschiedene bemer-

kenswerthe Relationen, deren man sich bedienen kann, um, wenn man

die in Rede stehenden Grössen berechnet hat, die Richtigkeit der

Rechnung zu prüfen; unter diesen verschiedenen Relationen wollen

wir hier jedoch nur auf die folgenden aufmerksam machen:

(13) A sin ig cos Ttf, -f B sin <& sin «tfi +
+ C cos<& cos <&i + D cos <ti sin <tf, = cos («—w,)
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oder

(A cos <#, + B s * n *&*) ** n ^ +
)

4- (C cos <Gfi -\- D sin VÖi ) cos Ttf! , .

f!4^ « , . >=cos(w

—

cd,);^^ (B sin *& + D cos <&) sin <&i +
-j- (J sin Tti -\- C cos <#) cos f

5s' 1

ferner

:

(A+D) cos (<#+<#,) -f (#—C) sin (<#-{- <#,) -
1 i—2 sin oi —oj,) sin —(i —i^) sin —(i-\-i

t ),^ (A—D) cos (<#—<#,) —(B+C) sin (<#—«#,) =
1 1 . .—2 sin (w —w,)cos —(i —?',) cos— (i-\-ii).

Alles kommt nun auf die Auflösung der vier Gleichungen (12)

an; aber so einfach diese Gleichungen auch an sich zu sein scheinen,

so führt ihre vollständige Auflösung doch in grosse Verwickelung

und man gelangt dadurch zu einer Gleichung, deren Auflösung die

Kräfte der Algebra weit übersteigt. Es bleibt daher nichts Anderes

übrig, als diese Gleichungen auf dem Wege der successiven An-

näherung aufzulösen, wozu wir jetzt die uns am zweckmässigsten

scheinende Methode angeben wollen.

Setzen wir der Kürze wegen

(16) U=-, F-ÄfiCS =-,F t = fi;
a b «! Oj

so werden unsere Gleichungen

:

P+ 1»= 1, Ur+ Fi"- 1;

= -
|

bV—A (*!— a t üt ) —Bb t Vi
|

+ j {
(e—aU) —C(e x —

a

t U^—Db, \\
\

,

= ^.^D(e-aU) + BbV—b t V,
}

+ J { C(e—aU) + Ab F—{e x
—«, I7 t ) }

;

also, wenn wir

o a \ a J

(17) <;

f = fi = *V- 6 i' = y t _ (b-Y
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setzen:

Ijz + p = l, ut
* + F±

a = 1;

= -
|

67—^ Oi—170 —56, f,
|

= ^ { Da 0—0) + 56 7—6, F<
[

+ j\Ca (s-U)+AbV— a x (s. —U,)
}

;

oder, wenn der Kürze wegen

(18) W=e—ü,Wi = e, —*7,

gesetzt wird :

tra+ p== 1, ^ 2 + W~ = 1;

= _!z2L (67—^a, ^—56, F,)

+ -£(aTF— Ca, TF,— £6, FO

«
(ZMTF-f BbV—b, FO

+ - (CaTF+ AbV—a x Wx .

W

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man

:

fl V - ^AW± ) (s-W) + (t W~ T CW V

^ 5 O-TF) + ^ DF
a 6

(- DPF+-5F)( £l
—tf;)

F _ ,

1«! (h

oder, wenn man

F = -V U—W)+ 4- W>
a o

G =_^4( S-TF)- ^CF,

# = hß U—W)+ ^ DF;
a o

J= £ (1bW+-- BV)
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K = —(- DW+- BV),

l= h±
Si -('Lcw +

h

-Ar),

m= «*- h
setzt:

(19) Yl - F+eWt ,r,-
J-±^-.

woraus sich die Gleichung

F+ G W
x

J+KW
X

H
=

L+MlV
t

'

also nach gehöriger Entwicklung die Gleichung

(20) GMWS -f (FM + GL —HK) Wt + FL —HJ =
ergibt.

Die obigen Ausdrücke von F, G, H, J, K, L, Mbringt man

leicht auf die folgende Form

:

F=
| ( £_TT) Kl=? + y^\ V,

(21) J J = £l —
|
DW+BVV 1—

e

3
1 =-a,

ßj ( ) £,

z =
6l VJ^ «1-

« CW+AVVi—a
3

Vi—£j
J

Jf= —Vi—e .a =
VI -£

t

2 ' Vl-^ 2 '

und bedient sich nun der vorhergehenden Formeln auf folgende Art

Wegen der Gleichung

C72 -f V3 = 1

liegt U zwischen den Grenzen —1 und -j- 1. Man muss also das

Intervall zwischen —1 und -j- 1 in eine gewisse Anzahl gleicher

Theile theilen, und die dadurch erhaltenen numerischen Werthe
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nach und nach für {/setzen, worauf man die entsprechenden Werthe

von TT mittelst der Formel

W=e—U,

und die entsprechenden Werthe von V mittelst der Formel

v = ± Vjzjjk = ± V\\— u)(\+u)

findet. Dann kann man die entsprechenden Werthe von F, G, H,

J, K, L, Mmittelst der Formeln (21) berechnen, und die entspre-

chenden Werthe von Wx erhält man hierauf durch Auflösung der

quadratischen Gleichung (20). Die entsprechenden Werthe von Vt

werden endlich mittelst einer der beiden Formeln

_ F+ GW
x __ J + KW

X

H '
Vl ~ L + MW,

erhalten. Die gefundenen Werthe von Wt und FJ setzt man nun,

nachdem man noch Ut
mittelst der Formel

Ux
-

£l
—WA

berechnet hat, in die Gleichung

ü? + r t
» - 1.

und untersucht, in wie weit dieselbe erfüllt ist. Eigentlich berechnet

man die Werthe der Function

Ut * + Ft
« -- K

die zum Verschwinden gebracht werden muss , und beurtheilt aus

den Zeichenwechseln dieser Werthe in bekannter Weise die engeren

Grenzen, zwischen denen U liegen muss. Eine weitere Erläuterung

bedarf dieses allgemein bekannte Verfahren der successiven Annähe-

rung hier nicht; es genügt, gezeigt zu haben, dass man durch das

Obige immer alle Werthe, die U haben kann, mit jedem beliebigen

Grade der Genauigkeit auf einem völlig sichern Wege zu berechnen

im Stande ist.

Bemerkt zu werden verdient auch noch Folgendes.

Wegen der Gleichungen

(!) + (! T - » @
3

+ ©'- '

kann man
7 3 Zi ^

(22) — = cos ß. — = sin ß; —= cos ß,, -^ =sinQ t :

a 6 a
t

b
x

also

Z = a cos ß, 3 = b sin ß; Zx
= «, cos Qit 3i=^i s * n ^i
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setzen. Dadurch werden die beiden letzten der Gleichungen (12):

< b sin ß —A (e x
—«1 cos ßj) —Bb

t
sin ßj >

—- —
]

(e —a cos ß) —C (e,

—

a t cos ß,)

Über 73

j —Dbi sin ß, |

,

ß —b
x

sin ß, >= ^—
- { D (e—a cos ß) + Bb sin

—
~ I

C ( e—ft cos ^) 4" ^ s * n ^ —( e—a i
cos ^i )[

Cj / a b \ .—A cos ß —( ———} sin ß cos ß
a V b a

)

«i

+ \
oder

:

e-Ce.
. Ä= SM« ß

6 a

ß) fOS ß,

SiWßj

oder auch:

—4 cos ß + -± C sin
a b

—(— B cos ß -f- -^ D sin ß) sin ßj

,

v a b

e ra
i

b.\
D cos Qi —I ———) sin ß

t
cos Q^

öj \b
i

a
i

J

r a a
4- I —D cos ßj 4- —C sm ß, ) cos ß

fh b—I —B cos ßj -f"
—A sin ü

t ) sin ß;
\a

i
b

i

C . , ) 8MI ß £ t .4 COS ß
y 1 —ea / u

»OS ß

a C
-\ (A cos ß + , sin ß ) cos ß,

« v
' Vi—£2

—(2? cos ß 4- sin ß ) V 1 —Ej
2

. si'ra ß 4 ,

(23)
* V1_£

—
[ y i _ g

2
—^ !

—£
i

2
) «^ ß

i
™Sß

i

« C
-\ (D cos ßj 4- , sin ßj ) cos ß

a4
v v 1 —£j

a

— —(B cosiii 4- . sm ß,) Vi—£ a
. sm q.

aj Vi E^
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Wie man sich bei der näherungsweisen Auflösung dieser

Gleichungen zu verhalten haben würde, bedarf kaum noch einer

besonderen Erläuterung. Für angenommene Werthe von ß bestimmt

man das entsprechende Qt
mittelst der ersten Gleichung, wobei man

sich der bekannten Auflösungsmethode der Gleichungen von der Form

a -f- ß cos f -f- 7 sin f =
bedient, und untersucht dann, ob durch die beiden in Rede stehen-

den Werthe von ß und ß 4
die zweite Gleichung erfüllt wird. Ich

glaube aber, dass die erste vorher entwickelte Auflösungsmethode

sicherer und leichter zum Zweck führt, weil das Intervall der Gren-

zen —1 und -f- 1, zwischen denen unser obiges U nothwendig liegen

muss, ein ganz bestimmtes und nicht sehr grosses ist. Übrigens

bemerke ich noch, dass die beiden Gleichungen (23) denen sehr

ähnlich sind, auf die schon Herr von Littrow a. a. 0. unser Pro-

blem zurückgeführt hat.

V. Proximitäten zweier kreisförmigen Bahnen, welche die Mittelpunkte

gemein haben.

Wenn man die beiden in IV. betrachteten elliptischen Bahnen

als kreisförmig annimmt, und demzufolge a=b=r, ai=bf=r it

e = o, e y =o setzt; so werden die Gleichungen IV, (12):

Z l + 3 3 = r*, Zt
* + 3i 8 = r^;

z (3 + az x
- 530 —3 (z - cZt + 2)30 = o,

z^dz-bz^- 3.) + 3i(a* —43—Zi) = 0;

oder kürzer:

(

£ 3 + 3 2 = r%Z^-\- 3i
3 = r^;

(1) (AZ, —530 z + (CZ t
- - D3i) 3 = 0.

( (DZ - 53) z,+ (cz - 43) 3i= o.

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt:

m a
AZ^ C$ 7 2- DZ~BS

7 •W 3i - BZ+m*» 3i - - "
CZ_AS * .

und durch Gleichsetzung dieser beiden Werthe von 3i erhält man

die Gleichung:

(AZ + C$) (CZ - A%) + (BZ + D3) (DZ -53) = 0,

welche, weiter entwickelt, zu der Gleichung

(AC + BD) (Z 2 —

3

2
) —(A* + 5 2 —C2 —Z) 2

) Z% =
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führt, so dass man also jetzt zur Bestimmung von Z und 3 die beiden

Gleichungen
i Z 3 + 3 a = r\^
\

(AC + BD) (Z 3 —3-) —(A* + ^ —C3 —D-) Z3 =
hat. Weil wegen der ersten Gleichung

3 2 = r* - Z 3

ist, so wird die zweite Gleichung

(AC + BD) (2Z 3 —r*) —(^« + J5 3 —C3 —£ 3
) Z3 = 0,

woraus sich

=
(AC + gD)(2 3 8 -r-)W 3
(A 3 + #3 _ c~ —Dz

) Z

ergibt. Führt man aber diesen Werth von 3 m die erste der beiden

Gleichungen (3) ein , so erhält man zur Bestimmung von Z die

Gleichung:

y J ~
(jp + B*—c 3 -z> 3

)
3 z 3

Nach gehöriger Entwicklung erhält man aus dieser Gleichung

die Gleichung

{
(A* + £ 3 —C3 —7) 3

)
3 + b(AC + BDy \ Z* \

—
{

(J 3 + £ 3 —C- —D3
)

3 + 4(.4C + BDy \ r* Z 3 =0,

+ (AC + &D) 3 r* )

und löst man diese Gleichung wie eine quadratische Gleichung auf

gewöhnliche Weise auf, so erhält man nach einigen leichten Trans-

formationen :

(6) Z*=*lr*\ 1 ±
1 m ( J ,

A3 +g 3—

C

3—

D

3

/U 3 +ß 2—

C

3—i> 3

)
3 + 2(AC4-ßZ)) 3

Auch überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der nach-

stehenden Gleichung:

(A* + B* —C3 —D-y + 4(i4C + #D) 3

= (A* + ß 3 + C3 + /) 3
)

3 —4(AD —Bcy,
und kann daher die Formel (6) auch auf folgende Art darstellen:

(6 .) Z-^-r- \ 1 +
^^CM. ,

v J
2 1 - ^(A 3 + ß 3 + C3 + ö 3

)
3 -4 4 (Afl— ÄC)2)

Weil der absolute Werth des Bruches

A*-\-B*—C 2 —D*
VAZ + B*—

C

2 -D*y + l(AC+BDy
offenbar immer kleiner als die Einheit ist, so erhellet aus (6), dass

die beiden Werthe von Z 3 immer positiv sind, also Z jederzeit vier

reelle Werthe hat.
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Aus Z ergibt sich 3 mittelst der Formel (4) ohne alle Zwei-

deutigkeit, und zur Bestimmung von Zx
erhält man aus (1)

und (2)

:

(AZ + C3y+{BZ+D3)*
a = (A3-CZy+(BQ-DZy

g = g

(Bz+DQy r (A3—czy *
ri

'

also

,~ 7
(gZ-i)3) r

t
(A3-CZ) n,

V V *i = ± i/ö y , ^« ,,»7, nöTa" ±^(AZ + CS^ + CßZ+ DS^ - Y(A3-CZf + (BQ-DZ)'

Endlich findet man 3i mittelst einer der beiden Formeln (2).

Man kann sich die Rechnung nach vorstehenden Formeln durch

Einführung von Hülfswinkeln auf verschiedene Arten erleichtern,

wobei ich jedoch nicht verweilen will, da dergleichen Transforma-

tionen einem Jeden geläufig sind. Bemerken will ich indess , dass,

wenn man

(öj —= cos f , —= sin cp

setzte, was wegen der ersten der Gleichungen (3) verstattet ist, die

zweite der Gleichungen (3) die Form

(AC + BD) {cos<? z —sin y
8

) —(A 3
-f ßs -C 3 - D~) sin f cos <? = 0,

also die Form

2 {AC + BD) cos 2 y —(A 3 + ß3—C3—ö 3
) sin 2 y =

erhalten würde, woraus sich zur Bestimmung von <p die Formel

rm * 9
2(AC+i?i>)

(9) fang 2 ? =
At + ßi _ Ci ^

ergibt. Hat man mittelst dieser Formel f gefunden , so erhält man Z
und 3 mittelst der aus (8) unmittelbar fliessenden Formeln

:

(10) Z = r cos f, 3 = r sin f.

Die Grössen Zx
und 3i erhält man wie vorher.

VI. Proximitäten zweier parabolischen Bahnen, welche die Brennpunkte

mit einander gemein haben.

Die Proximitäten zweier parabolischen Bahnen mit gemein-

schaftlichen Brennpunkten gestatten eine ganz ähnliche Behandlung

wie die Proximitäten zweier elliptischen Bahnen in IV; nur müssen

wir hier die aus III (3) bekannte Gleichung der Parabel

(«

—

vo) % 1 f%
t r —

cos Ttf 3 sin i
z 4 sin TD* sin i
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in Anwendung bringen. Aus dieser Gleichung folgt:

2 («

—

w) d (z —w~) p dz

cos T312 sin i du sin TSf du

nach IV ist aber

dz . . ( . dv \—= —sin Ttf tanq i cos o —cos x —

—

du J v du

)

sin 'üf ( ... dw \
I cos <& sm i 4- cos x —I ,

V du

)

COS O)

d(z —w) . ( dv= cos Ttf tanq i | cos —cos %—-
du J V du

cos fif s . _ dw

cos <tf fang i (cos —cos £ —
j

s/// ^ s/7« / —cos X ——I ;

du )cos w
also durch Substitution in die vorher aus der Gleichung der Parabel

durch Differentiation abgeleitete Gleichung

2 (*

—

w) ( dv \ ( dv \—— cos —cos % ——) = «
I

cos ö COS X —— ,

cos <Bj sm i V du

)

V. rf» /

2 (a

—

iv) ( . . . _^ dw -v / ... ^ w \_ . S/7/ <# S/7/ 7 —cos x ——)
= —p[ cos «Ttf sm l 4 COSX —

—

costa sini v rtu / V a/t /

woraus man leicht:

2 («—i»)
w cos ö ;—; COS W

öü cos *CJ
> sm i

(1)

oder

(1*)

da 2 («—w) _
» cos x . cos -Z

cos Ttf sin i

2 O—mj)
« COS '# -I —

—

; S/77 <&
dw . cos Ws/m t= S/7/ /

du 2 (* —t«)
» cos x —

:
—; cos %

cos Ttf sin i

dv p cos Ttf sin i cos •
—-2 (z —w) cos 6

du p cos Ttf sin i cos r —2 (z —w) cos %

dw . . p c sTtf cosfjf sm i -j- 2 (z —w) sinlä= —sin i

du p cos *GJ cos x sin i —2 (z —w) cos %

erhält.

Ganz wie in IV haben wir:

cos % cos X \

u = (z
. _,

4-
S :rr I

cosec i ,

sin 'CT cos *W /

cos cos \

V = (Z -—- 4- i
— C/7.SCC l ,

sin TZr cos *ra /

w = z—i ;
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und natürlich eben so:

COS Tj COS Tj \

«* = (-1 -t-zt + h —~r Cü8ec h

,

sm <w
1

cos Wj/
cos 0. cos 6j \

v i = (*i • ^ + ii —̂T cosec *i

»

sin Ttfj cos T3v

so dass also, wenn wir jetzt

(2) z -
. _, . . , a

«in Tä sin i
^

cos Ttf si>« i

*i =
. J 1

. . . 3. =
sm TB'j sim ij cosfä

1
sm tj

setzen:

(
m = Z cos S -j- 3 cos T .

(3) ) v = Z cos +3 cos G ,

( h? = (Z sm Ttf —3 cos *& ) s * w l

"

und

(
u x = Zj cos Xi + 3i cos T i>

(3*) |
t?j = Z

t
cos 0j -f- 3i c° s öi»

( Wi = (Z! sw; T^i —3i cos ^i) s * w ?
'i

ist.

Wegen der Gleichung der Parabel hat man nun zuvörderst die

beiden folgenden Gleichungen:

(4) 3 3 = p (j p - Z)> 3i
3 = pi (| ih - z t ).

Ferner muss nach I. (16),

dv dw
u-u, + (y-vO -^ + («-tu) ^=o.

sein, woraus sich nach (1 *) die Gleichungen

= p cos Tri
1 sm / {(«—«,) COS 7 + (v—Vi) cos 6 -(">— jo^costtf SJ'» 1'

{

—2 O «') {^t— ?/() cos£ + (v —VJ cos —(w+w
i
)sin'üi sini

\ ,

0^p
i

cos ( Üf
1

siiii
i

{(u— iti) cosT
t
+ (v— v

x ) cosO
t
—(iv—

w

x ) cosTtf ,smi,|

- 2 Oj—«>,) {(«—%) 00*$,+ ("—"!) coäÖj + Cw—t»
1

)stw'K»'
1

«in

i

t |

;

oder nach (2 *) die Gleichungen

= - p |
(u —«,) cos r 4- (v— J'

t ) cos —(w—w,) cos Tä sin i
{

-3 { (« —»i) t' « $ + (»—

v

t ) cos + (tu— wj sin TSf sin i
J,
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1
(0= —p t
< (u —Wj) cos r

i -f (» —üj) cos rJ
l

-\- (to —iv
x ) cos eüf

1
shi i

i \

—3i < ( M—u \) cos ^i + ( v—v i) cos ®t + ( w—w'i) st,J ^i SiW *'if

ergeben.

Führt man nun in diese Gleichungen für u, v, w und u lt v if Wi

ihre obigen Werthe ein, so werden dieselben

:

/ Z (cos x cos X + cos 6 cos —sin 'Gf cos *W si« i
2

)

„ 1 ) + 3 (cos T c os 7 + cos 6 cos 8 -f cos 'üf cos "üf sin i
2

)
"~

2 ) —Zj(cos r cos 5£,+ cos 6 cos ©j— cos f Ö>

sü/ 'Bj
>

1
sm i sinijl

f —3i(cos t cos r
t
+ cos 6 cos 6i + cos TD* cos cGt

l
sin i sini

t )

Z (cos X cos X + cos cos + süi Ttf si>» T2f sm i
'-)

, i
+ 3 (cos r cos X + cos 8 cos —sin Trf cos TZf si« t

2
)

* \ —Zx (cos X cos %
t

-j- cos cos
t
+ sin 'Üf sin Ttf \ sin isini^l

—3i(cos X cos Tj + cos cos 8
t
—sin TZf cos "W, sin isini

x )

Z (cos X cos Tj-f cos cos 6
t
—sin Trf cos TO^ sini sini t y

1 1+3 (cos t cos r 4 + cos 6 cos B
x + cos "W

1

cos 'tö'j sini sini
i )^

o/ ' i —Z t (cos Tj cos SE4 + cos 6
t

cos 0j— si« 'Ej
>

1
cos 'Vf

l
sin i,

2
)

3l(C0S Tj COS Tj + cos 6
X cos 6j + cos Ttfi cos tW

1
SWI l'j

2
)

Z (cos X cos X
t + cos cos

X
+ sin 'TO si>i 'TO

1
sini sini^

1 + 3 (cos t cos 3^ + cos 8 cos
t
—cos 'TO' sin 'TO

1
8tnt8tntY)|

1
)

—

Zx (cos Xt cos X
t + cos 0! cos

t + sin 'TO
>

1
si» CW

1
si« ij

2
)

—3i(cos r
t

cos $, + cos 6j cos 0j —sin tf^ cos 'TO, stwt'i
2

)

also ebenso wie in IV:

1

(S)
^ p (3 - AZ

X
—B&) —3 (Z —CZX

—2)30 = o.

| / > 1 (DZ + j?3 —3i) - 3. (cz + 43 —Zt ) = o.

Folglich haben wir nach (4) und (5) zur Bestimmung von Z, 3»

Z,, 3i> die vier folgenden Gleichungen:

3 2 = /> (j 7^ —Z), 3t
2 = Pl (j ;;, —ZO;

(6) < j p (3 -- AZ
t - ß30 - 3 (Z —CZt —D3i) - o

,

(
| lh {DZ + ^3 - 3,) - 3, (cz + ^3 -zo = o.

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich :

z=~ ,z 1=
4

? Pi



(8)

=0,

=0;

(9)
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und führt man diese Ausdrücke von Z und Zx
in die beiden letzteren

Gleichungen ein, so erhält man zwischen 3 und 3i die beiden fol-

genden Gleichungen:

_ A p* Pi * —- 0+ Clh ) p in 3-]>i3 3

+ ({ Bp - m) Pih 3i -{~Ap~ C3) ^ 3i !

- Dp* Pl * —- O+ Cp) pPl 3, —̂3i 3

+ ({ BPi —A&)PPi 3 - (y ^1 -- C&)p t 3 3

|

8 4 V Pt' p Vi \p'

i d _ i
f c + *q* _ h r§i)

a

1 ^2 p t / p V2 p^Kp)

q
Die erste dieser beiden Gleichungen ist in Bezug auf —als

Vi 3
unbekannte Grösse nur vom zweiten Grade. Man wird also für —

q p
beliebige Werthe annehmen, —mittelst der ersten der beiden obigen

P*
Gleichungen, welche nur vom zweiten Grade ist, bestimmen, und

untersuchen, ob durch die auf diese Weise erhaltenen, einander ent-

3 3i
sprechenden Werthe von —und —die zweite der beiden obigen

P Pi
a . 3

Gleichungen erfüllt wird. Ist es auf diese Weise gelungen, — und

3i p—, also auch 3 U11d 3i> zu bestimmen, so ergeben sich ferner Z
Pi
und Zt

leicht mittelst der Formeln (7). Wünschenswerth wäre es

3
freilich, Grenzen angeben können, zwischen denen —nothwendig

P
liegen muss; theoretisch lassen sich aber für diese Grösse nur die

praktisch ganz unbrauchbaren Grenzen —oo und -f- oo angeben, und

ich gl mbe daher, dass bei der vorliegenden Aufgabe ein Modell der

beiden parabolischen Bahnen, wie es schon Herr v. Littrow

gebraucht bat, wesentliche Dienste leisten kann, um erste Näherungs-

3
werthe von — zu finden, die dann mittelst der obigen Gleichungen

P
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leicht weiter verbessert und zu völliger Genauigkeit erhoben werden

können.

VIF. Proximitäten einer elliptischen und einer parabolischen Bahn, die

einen gemeinschaftlichen Brennpunkt haben.

Für
2 Z—IV

(1) Z = e .
. . . 3 - =-r-.

sin TS sin i cos TS sin i

und

(2) z, =
.

'
. . , 3. = L .

sin TS
X

«n i
t

eos <
uj

i
sin i,

haben wir nach IV und VI die beiden folgenden Gleichungen:

( 3
> (!)• + (t)'-i.B.'-p. ({*.-*)

Ferner haben wir für

!u = (e —Z) cos £ -f- 3 cos r
>

v = (e—Z) cos 9 -f 3 cos 0,

iv = {(e —Z) sm 'TU' —3 cos *&} 8* n *

und

(//, = Z, eos £, -f 3, ro.s t 15

(5) Jv,
= Z, poä W, + 3i cos 9„

Ur, = (Zj sinitfi —3i cos^,) s/w ij

nach IV und VI, die beiden folgenden Gleichungen:

= —Uu—Mi) cos r -}- (y
—v^ cos d —(w —Wi) cos Ttf sin i \

-j- A( n - «i ) v° s '-£ + ( v —r
i ) cos W -j~( ?r —? ''i ) ** w *# siWi 1

'

=-/>i ]
(

w

—

U\ ) CO« r, -(- ( v —Vi ) cos di —(w —w?,) cos <55\ s/// /, >

—3i !
(" —"i ) C08 $i + 0>—'*i ) co« ©i-J-(«c —?r, ) gm <#, smi /i }

:

aus denen sich, wenn man die obigen Ausdrücke von u, v, w
und u

t , v^ ii\ einführt, die folgenden Gleichungen ergehen:

S(e
- Z) (cos t cos X -j- cos 9 cos —sin TS eos TS sin i

3
)

+ 3 (<*o* r cos r + cos 9 cos + cos 'Wf cos TS sin i
3

)

—Z, (cos t cos i£|+ cos ö cos 0j — cos TS sin TS
t

sin i sin i,

)

(
—

3i ( cos z cos z i+ cos ® cos öi + cos "tö cos TS
t

sin i sin /,)

S(e
—Z) (cos X cosX f cos cos + sin TS sin TS sin i

8
)

-f-3 Cco * T cos £ <" co * ö cos —sin TS cos TS sin i
z

)

1 gs —Zj (cos X cosXi j- cos cos0j+ si« t Bf wn CÖ'
1

sin i sin i
x )

' —Ql
(cos X cos Tj {- cos cos Öj - sin TS cos TS

{
si>t i sin /,)

Sitzb. d. niathem.-naturw. Cl. XIII. Bd. I. Hft. 6
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f(e —Z) (cos X cos ij-f- cos cos
4

- sin Trf cos Ttf, sm i sin ij)

A 1 ) +3 Cco * T c0 * y i"H cos ^ cos ^i+ cos ^ cos C
CJ

>

,
sin i sin i t )

~2~je *

J
—Zj (cos Tj 008^+ cos Öj cos 0j

—

sin'üf
i

cos'üf
i

sini
t

2
)

f —3i ( p os T
t

cos Tj4- cos Ö, cos Öj -(- cos'&
l

cos 'Wj stw tj
8
)

(e —Z) (cos X cos X
i

-\- cos cos
t
+ sin t

5J' sin Txf
l

sin i sin /,)

+ 3 (cos x cos 'ijj -f- cos cos 0j cos ^f si» 'W', sin i sin i
t )

—Z, (cos Sj cos Xj -f- cos 0j cos
t

-j- sjm C
CJ'

I
sü< "Ttf, sin i ±

a
)

—

3

t
(cos t

± cos $!+ cos
1

cos
t
—sin 'd'j cos Ttfj sin i t

2
)

also nach IV die beiden folgenden Gleichungen

:

(-? J3_^Z 1
~2?3

1
l+i

|

(*—Z)—CZ,—Z>3, }= 0,

|-j,. d (>-Z)+/?3-3. |—3fjC(tf— Z)+43—Äij=0.

Also haben wir jetzt nach (3) und (6) zur Bestimmung von

7j, 3> ^i' 3i die vier folgenden Gleichungen:

( (TJ' + ff)

1 - 1^-"^-^
(7) G '

J3--^i-#3i j+!{(*-Z)— ^—D3i |=o,

(i^ b( e_z)+53-3i |—8i{c(«— ^)+4B—^i} = °-

Setzt man

(8) U = -,V=-: üt
= -\ F, = - 1

;

und wie gewöhnlich

(9) ._i._!^_vr^
so werden die Gleichungen (7)

4
U*+ F* = 1, P,» = i.-Üi

j 6F—4», Ui —Bpt V
t

j )

+ -
j

a (• -- 17) " «fr ^ "^ ^
{ )

j/)a(> —£7) + BbV—Pl V,
|

f

—2 Fi
|

Ca —tO + ÄbV—Pl ih
|

=0;

oder, wenn wir

(10) W=e—U
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setzen:

D*+ P = 1, F4
* = j—ü± ;

^- (bV—Apt U.—BpJ,)-^ j (aW—CPi ü t —DPi VJ =0,

(DaW+ BbV—pi F,)— 2Fi (CaW+ AbV—p, l\) =0.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

:

l v . .Ei ÄUl) (£ _ w) + (£• w- h cuo
v a a \ b b

V

'i
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gesetzt wird:

Setzt man diese beiden Werthe von T^ einander gleich, so erhält

man nach gehöriger Entwicklung die Gleichung:

(13) G L US + (F L + G K) l\ + FK—HJ=0,

und auf ähnliche Art wie in IV bedient man sich nun dieser Glei-

chungen und Formeln in folgender Weise.

Wegen der Gleichung

U* + V* = 1

liegt U zwischen den Grenzen —1 und -j- 1. Man muss also das

Intervall zwischen —1 und -f- 1 i'i eine gewisse Anzahl gleicher

Theile theilen, und die dadurch erhaltenen Werthe nach und nach

für U setzen, worauf man die entsprechenden Werthe von Wmittelst

der Formel

W= s —U,

und die entsprechenden Werthe von V mittelst der Formel

F= ±Vi—U*= ± 1/(1— tf) (i+co

findet. Dann kann man die entsprechenden Werthe von F, G, H,J,K, L
mittelst der Formeln (1 1) berechnen, und die entsprechenden Werthe

von Ui erhält man hierauf durch Auflösung der quadratischen Glei-

chung (13). Die entsprechenden Werthe von \\ werden endlich

mittelst einer der Formeln (12) gefunden, und hierauf durch Ein-

führung der Werthe von Ut und Vx
in die Gleichung

15'— i-G
untersucht, in wieweit diese Gleichung erfüllt ist. Eigentlich berechnet

man die Werthe der Function

die zum Verschwinden gebracht werden muss, und beurtheilt aus den

Zeichenwechseln dieser Werthe in bekannter Weise die engeren

Grenzen, zwischen denen U liegen muss. Eine weitere Erläuterung

bedarf dieses allgemein bekannte Verfahren der successiven Annähe-

rung hier nicht.
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VIII. Besondere Betrachtung des Falls, wenn die eine der beiden einen

gemeinschaftlicher) Brennpunkt habenden Bahnen eine ganz in der Ebene

der xy liegende Ellipse ist.

Zuerst wollen wir annehmen, dass beide Bahnen Ellipsen seien,

Dann ist nach II. (33) die Gleichung der ganz in der Ebene der

xy liegenden Bahn:

ru cos lä + v sin Ijf —£\3 ni sin "Ö" —v cos TB\2
(i) (- — -)+(- — -J

='•

und für die andere Bahn behalten im Folgenden alle accentuirten

Buchstaben die ihnen in IV. beigelegte Bedeutung.

Durch Differentiation erhält man aus (I) leicht

(k cos lif + v sin Ttf —e) cos tä (m sin TSf v cos <&) sin ttf

dv « 2 6 3

du (u cos T!f -\- v sin Ttf - e) sin Tjf (u sin T3* —v cos Ttf) cos Ttf

h-

also, wenn man

setzt;

Z = e —u cos Ttf —v sin eüf.

3 = u sin <# —v cos Ttf

Z cos "W 3 s*" *Ö

dv a z b z

du Z sin "Gf 3 cos *Gf

«2 b*

Aus den Gleichungen (2) erhält man aber:

(u = {e —Z) cos <Ö-f 3 sin irf,

(3) hl = {e —Z) sin <& —3 cos *&>

(w= 0;

und man hat nun jetzt zuvörderst die beiden folgenden Gleichungen

:

w (D
s

+ (fr - ©
a

+ ©
3

- 1-

Nun muss bekanntlich

^ a dv , . dw
u—ui -f (v—r,) —+ (iv— w) —=0

du du

sein, woraus man nach dem Vorhergehenden, mit Bücksicht darauf,

dass

s. dto
u, = 0, —- =

du



86 G r u n e r t.

ist, die Gleichung
z

( )—
3 j

(u —Ui) sin tä —(v —

y

t ) cos Ttf !• 4-

—
j

(m—Ui) cos <# 4- (v

—

üj) sw ftf
[

= 0.

erhält. Ausserdem hat man wie in IV die Gleichung

—V \ (U Ui) COS Tj 4- (v —V,) COS di

—(w —wx ) cos Ttfi sin ?\ \

+ t4 {
(« —«i) cos £, 4- (v—Vi) cos 0,

4- (?#

—

m?j) sin Tai sin i
{

i

Führt man in diese beiden Gleichungen für u, v, w und u±, v t wx

ihre Werthe aus dem Vorhergenden und aus IV. ein, so erhält man

die beiden folgenden Gleichungen :

f (e —Z ) (sin "üt cos 'S/ sin "Bf cos "üf )

Z j +3 (sin Tä sin '©' -+- cos T2? cos «Bf )

2
) ( e

i
z i) ( sl

°

M <" >

cos ^i —eos "& cos ®i)
f —-3j (sin'üf cos z

t
—cos "Gf cos

t )

/" (e —Z) (cos <BJ
>

cos TZf + s/m Ttf sin 'Bj
>

)

3
)

+3 (sin «Bf cos 'Bf —s in «Bf cos *W )

6 a
J

" ( e
i
—

Z

x ) (cos 'Bf cos X
t + sin 'Bf cos

t )

f —3i (cos "Bf eos T|-f- sm 'Bf cos tfj)

/ (e —Z ) (cos *Bf cos r
t + sin T3" cos öj)

\
+3 (sin Tlf cos t,+ cos lä cos

t ) j

Z
t J

—3i ( eo $ 7
i

co* Tj+ cos 6 1
cos Öj '

a a j + cos 'Bfj cos "Bf, sin i
t ~)t

I —(e
t
—Z

t ) (cos T, cos £ t + COS 6j cos
t

'

V —sw T3
>

1
cos "B^ s*Vi *,-)

/ (e —Z) (cos "& cos X
t
+ sin *Bf cos 0j)

\ +3 (srä 'S cos %
t

+ cos Tä cos 0j)

3i )
—(e

i
—Z

i ) (cos £, cos %t
-\- cos Q

i
cos O

t

' 5 a \ + sin 'Bf
1

sin eGf
l

sin '
1

2
)[

"

I
—3i ( cos r

i
cas £t + cos öj cos 0j

—sin Tit
1

cos Ttfi sm i'j
2

)

Setzt man nun

/ A = si*t 'Gj' cos Sj —cos "W cos 0j

l = cos w, (sin "fit cos 'W
1
—cos 'W sj« TECj cos ij)

/-m -v J
—sirt &)| (cos 'W cos 'W, + sin Iti sin "B/j cos ij),

ß = sin *Ö>

cos t, —cos <Ö>

cos 6j

= cos <W
1

(si/i 'B/ st/t Bfj + cos *©* cos "Gfi cos «",)

—si» 'W
1

(cos 'TO' sj« ^ - sin *# cos ^ cos ij),
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C = cos TTf cos £
4

-+- sin Tit cos 0,

= cos oj, (cos Itf c is Ttf, + sin Ttf sin TSf, cos j, )

sin W| (sin -7Tf cos lä, cos lä sin 1!f
i

cos t,),

v- J
j J)= cos Tä cos r, - sin IT? cos 0,

= cos oj, (cos Itf sin 5T, —sin Hf cos Ttf, cos i
t )

+ sin oj, («im T3" sin *&, + cos 'W cos f
GJ

>

1
cos »,);

so werden die beiden obigen Gleichungen

:

^-{3-^(^-^.)--ß3,
}

+

iL
|

(^_z) - cfa-zj - z>3,
}

= o,

^ {
/> O-Z) + .2*3 —& } +

(6)

und man hat daher zur Bestimmung von Z, 3» ^i» 3i jetzt die

folgenden Gleichungen

:

^- {
3-^ (^-^) - %

|

(7)
<! + -p-

i
(c-z) ~ c ^«- z «) ~ °& i=°-

^ I
^ (e_Z) + ^ - 3.

}

+ |^ {
C(e-Z> + ^3 ~ Oi-^i) }

= 0.

Bei der Auflösung dieser Gleichungen durch successive An-

näherung hat man sich ganz eben so zu verhalten wie in IV. bei der

Auflösung der entsprechenden Gleichungen.

Ferner wollen wir annehmen, dass die zweite der beiden

Bahnen eine Parabel sei, auf welche sich im Folgenden die accen-

tuirten Buchstaben beziehen, welche hier ganz dieselbe Bedeutung

wie in VII haben.

Dann haben wir zuvörderst die beiden Gleichungen :

PO (!)° + (ff = <• 3,-, ,(t /<>-*•)



88 G '• '" n e r t,

Ferner haben wir ganz wie oben die Gleichung

Z
|

j— { (u —Ui) sin Ttf —(v —v^ cos <$ >

3 ( )+« \ (u —u t ) cos <tf -f (y
—v^ sin 73"

j
== 0,

und eben so wie in VII. haben wir die Gleichung

—p t
|

(tl Mi) COS T, -f {V—Vi) COS di —
(to —wt ) cos <töi sin «i|

—3i I ( M—M cos ^i + ( v—v i) cosQi -\-

(w?

—

w±) sin <73'
1

sin i x }

Führt man nun in diese beiden Gleichungen für u, v, w und

Ui, Vi, Wi ihre Werthe aus dein Vorhergehenden und aus VII ein,

so erhält man die beiden folgenden Gleichungen

:

f (e —Z) (sin 1ä cos Ttf —sin 'W cos Tti )

Z +3 (sin tf sin *Gf + cos t GJ
>

cos <CJ
>

)

a ? ]
~~Z\ (sin "üf cos Sj— cos tä cos

4 )

(
—

3i (sm <BJ
>

cos Tj

—

cos "üf cos 6,)

/ (e -Z) (cos 'CJ* cos T3" -+- si» T3* sin Trf )

3 j +3 (sin *& cos "Üf —sin "üt cos Ttt )

~i p~
j

—Z t (cos Itf cos %i+ sin'üf cos 0,)

(
~ 3i ( coS ^ cos T

i + slw ^ cos ^i)

S(e—Z) (cos <
CJ

>

cos t
1

+ süi Ttf cos 6
t )

+ 3 (sin tä cos t, —cos 'Uf cos 6,)

—Zj (cos T] cos X, + cos 6, cos 6j
u ~ 2 ' 7l

*)
~~ Si " ^ 3>

i
cos *^i stw

*"i

2
)(

/
—3i (cos r, cos r t + cos 0, cos 6,

!

x
+ cos eüf

l
cos eüf

l
sin ij

2
),

/ (c —Z) (cos 'W cos Xt + sin Tjf cos
t )

i +3 (st*t "W cos X, —cos *Gf cos 0i ) |

J
—Zj (cos X, cos Xj-l- cos 0, cos 0, I

& \ + s«m 'tö', sü/ ^BOr*! sj« ij
2

)/

/ ~3i ( c " s r
i

eos ^i + cws 6, cos 0, \

\ —sin Tlf, cos T3', sin i^y

also nach dem Obigen:

1
{ 3 - ÄZt - *&

} +

(9) <

j

I
=0

) y Pl {D( e-Z) + ^3-3i

V -3i{ C(e—Z) + AZ-Zi
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Also haben wir nach (8) und (9) zur Bestimmung von Z, 3.

2>i, 3i> die Gleichungen:

i
pi {

/> ( t >_z) + 2?3 - 3i}

-3.1 C(>-Z)-M3-2i 1
-0;

bei deren Auflösung man sich ganz eben so zu verhalten hat wie bei der

Auflösung der entsprechenden Gleichungen in VII.

Anmerkungen.

Die wenigen Bemerkungen zu dem Vorhergehenden, welche

nun noch folgen werden, haben, weil wir uns im Obigen absichtlich

nicht ganz an die Elemente gehalten haben, durch welche man in

der Astronomie die Lage und Grösse der Bahnen der Planeten und

Kometen zu charakterisiren oder zu bestimmen pflegt, den Zweck, die

Bedeutung einiger in den obigen Entwickelungen gebrauchten Symbole

im Sinne dieser letzteren Bestimmung anzugeben und nachzuweisen.

Wir wollen zuerst die Bahnen der Plan eten etwas näher ins

Auge fassen. Als Ebene der xy in II nehmen wir die Ekliptik an,

und legen den Anfang der xyz in den Mittelpunkt der Sonne. Der

positive Theil der Axc der x sei nach dem Anfangspunkte des Widders

gerichtet, der positive Theil der Axe der y gehe durch den neun-

zigsten Grad der Längen, und der positive Theil der Axe der z nach

dem Nordpole der Ekliptik. In dem mit dem Systeme der xyz
gleichen Anfang habenden Systeme der x x y y z y sei der positive

Theil der Axe der x t
nach dem aufsteigenden Knoten der Planeten-

bahn hin gerichtet, und die positiven Theile der Axen der y t
und z x

werden dann ferner auf die aus II bekannte Weise genommen. Unter

diesen Voraussetzungen ist der in II durch oj bezeichnete Winkel

die Länge des aufsteigenden Knotens, welche Herr von

Littrow a. a. 0. mit k bezeichnet. Der in II mit i bezeichnete

Winkel ist die Neigung der Bahn, die Herr v. Littrow a. a. 0.

mit n bezeichnet. Den in II mit <tf bezeichneten. 180° nicht über-
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steigenden Winkel, und die dort mit e bezeichnete Grösse findet man

auf folgende Art. Man bezeichne die Distanz desPerihels vom
aufsteigenden Knoten in der Ekliptik, welche Herr von

Littrovv a. a. 0. w nennt, durch ß, und das, was man in der Astro-

nomie die Excentri citä t der Planetenbahn nennt, von Herrn von

Littrow a. a. 0. durch e bezeichnet, durch (s). Wenn erste res ß

kleiner als 180° ist, so liegt das Perihel auf der positiven Seite der

Ebene der Ekliptik, der Mittelpunkt der Bahn also auf der negativen

Seite derselben, und die in II durch e bezeichnete Grösse ist folglich

negativ; bezeichnen wir nun wie gewöhnlich die halbe grosse und

kleine Axe der Bahn durch a und b, so ist bekanntlich

er a

und da nun e~ = a % —b 2 ist, so ist im vorliegenden Falle

e = —y a 2 —b~, also e = —a (s)

zu setzen,, oder in IV (17) würde man das dortige s = —(s) zu

setzen haben. Bezeichnen wir die Distanz des Perihels von der Sonne

durch A, so ist offenbar A = a —( —e)=a-\-e —a —«(s) =
a {1 —(s)} ; und wenn nun x ± y x z i

die Coordinaten des Perihels im

Systeme der x x y x z t bezeichnen, so ist offenbar in völliger Allge-

meinheit :

Xi = A cos <tö, i/i = A sin <$ cos i, %
x
= A sin ^ sin i;

es ist aber auch, wenn wir den 90° nicht übersteigenden Neigungs-

winkel der von der Sonne nach dem Perihel gezogenen Linie gegen

die Ebene der Ekliptik durch J bezeichnen, offenbar:

x x
= A cos J cos ß, 2/1 = A cos J sin Q, z t

= A sin J;

also, wenn man dieses mit dem Vorhergehenden vergleicht:

cos <& = cos J cos Q.

sin 1$ cos i = cos J sin ß,

sin ^ sin i = sin J;

woraus sich

tang ü . . .

titnq n£ = , sin J = sm <tf sin i
° COS l

ergibt,, mittelst welcher Formeln das zwischen und 180° liegende <tf,

und das zwischen und 90° liegende ,7 ohne alle Zweideutigkeit

gefunden werden können. Wenn zweitens ß grösser als 180° ist,
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so liegt das Perihel auf der negativen Seite der Ebene der Ekliptik,

der Mittelpunkt der Bahn also auf der positiven Seite derselben, und

die in II durch e bezeichnete Grösse ist folglich positiv; daher ist

e = + \/ a- —b-, also c = -\- a (e),

und in IV (17) würde e = + (s) zu setzen sein. Jetzt ist die

Distanz des Perihels von der Sonne A = a —
(-J- e) = a —e =

a —a (e) = a {1 —(s)}, wie vorher; und wenn x\, yu z
x

die-

selbe Bedeutung behalten wie oben, so ist offenbar in diesem Falle,

da bekanntlich das 180° nicht übersteigende «tf den von dem auf der

positiven Seite der Ebene der Ekliptik liegenden Theile der Haupt-Axe

mit der von der Sonne nach dem aufsteigenden Knoten gezogenen

Linie eingeschlossenen Winkel bezeichnet

:

.r, = —A cos <&, y {
= —A sin ^ cos i, Z\ = —A sin itf sin i

und ganz wie vorher:

Xi = A cos J cos ß, y {
—A cos J sin ß, z t

= —A sin J;

also

cos Ttf = —cos J cos ß,

sin Tö cos i = —cos J sin ß,

sin <& sin i = sin J;

woraus sich

tang ß
. . . .

tana nj$ = , sin J = sm Ttf sin t
° cos i

ergibt, mittelst welcher Formeln das zwischen und 180° liegende <#,

und das zwischen und 90° liegende ./wieder ohne alle Zweideutig-

keit gefunden werden können. Das zwischen und 180° liegende Ttf,

welches wir hier nur allein gebrauchen, wird also in beiden Fällen,

folglich allgemein, mittelst der Formel

tätig ß
(itiKI <Ttf = —

cos i

leicht gefunden.

Wir wollen das Vorhergende durch ein paar Beispiele erläutern.

Für dieEgeria ist nach Herrn vonLittrow in unseren vorher-

gehenden Zeichen :

a = 2-577

0) = 0085
ß = 76V18',

o) = 43». 19',

i = 16".33'.
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Also ist nach dem Vorhergehenden in diesem Falle zu setzen

:

a = a;

e = —a (s), s = —0)

;

w = w

;

i = t;

fano fi

tanq <& = ——, < <& < 180°.° cos i

Für die Asträa ist:

a = 2-577

(e) = 0189
Ü = 3540.15',

w = 1410.28',

i = 50.19'.

Also ist nach dem Vorhergehenden in diesem Falle zu setzen

:

a = a;

e = + a 0)> s = -f (s);

w = w

;

2 = «';

ton« <# = ?L_
f o < <# < 180°.

COS l

Umnun auch ferner die Bahnen der Kometen einer näheren

Betrachtung zu unterwerfen, bemerken wir zuvörderst, dass wir,

eben so wie Herr von L it tr o w a. a. 0. der Kürze wegen hier blos

elliptische Kometen betrachten werden, wenn auch übrigens natürlich

die Betrachtung parabolischer Kometen gleichfalls nicht der geringsten

Schwierigkeit unterworfen sein würde. Für rechtläufige Kometen

gilt nun natürlich ganz dasselbe, was vorher in Bezug auf die Planeten

gesagt worden ist; und es bleibt daher blos noch die Betrachtung

der rückläufigen Kometen übrig. Auch hier ist natürlich w die

Länge des aufsteigenden Knotens; der in II mit i bezeich-

nete Winkel ist aber jetzt die Ergänzung der Neigung der Bahn

zu 180°. Die Distanz des Perihels vom aufsteigenden

Knoten in der Ekliptik bezeichnen wir auch jetzt durch Q, die

Excentricität der Bahn durch (e). Wenn erstens ß kleiner als

180° ist, so liegt das Perihel auf der negativen Seite der Ebene der

Ekliptik, der Mittelpunkt der Bahn also auf der positiven Seite der-

selben, und die in II. durch e bezeichnete Grösse ist folglich positiv;

da nun bekanntlich

0)
2 = —i—. (0 = -V« a - ^
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und e 2 = « 2 —b- ist, so ist im vorliegenden Falle

e = + V « 2 —A~, also e = + « (s)

zu setzen, oder in IV (IT) würde man das dortige e = -\- (s) zu

setzen haben. Bezeichnen wir die Distanz des Perihels von der

Sonne wieder durch A, so ist offenbar A = a —{-\- e) = a —e =
a —a (e) = a {I —(e)| ; und wenn nun x t , y it z t die Coordinaten

des Perihels im Systeme der x Xi y it z t bezeichnen, so ist offenbar in

völliger Allgemeinheit

:

x
t
= —A cos itf, y x

= —A sin tt cos i, z
x

= —A sin n> sin i

und

oc x
= A cos J cos ß, y t

= A cos J sin ß, z
x
= —A sin J;

also

cos <# = —cos J cos ß,

sin <t£ cos i = —cos J sin ß,

sin <Ttf sin i = sin J;

woraus sich

tang ö
tanq «tf = —, sin J = sin <& sin i

COS l

ergibt. Wenn zweitens ß grösser als 180° ist, so liegt das Perihel

auf der positiven Seite der Ebene der Ekliptik, der Mittelpunkt der

Bahn also auf der negativen Seite derselben, und die in II durch c

bezeichnete Grösse ist folglich negativ; Da nun bekanntlich

,. « 2 —&2 .. 1 ,

(0
2 =

i

—

> (0 = -V« 2 —6 2

er a '

und e~ = a~ —b~ ist, so ist im vorliegenden Falle

c = —\

a

2 —6 2
, also e = —a (£\

zu setzen, oder in IV (17) würde man das dortige z = —(s) zu

setzen haben. Die Distanz des Perihels von der Sonne ist A = n —
( — == a ~t~ e ~ a —a (0 == a U —CO! '> un & wenn .r, .//,, :,

wie früher die Coordinaten des Perihels im Systeme der .*•,. //,, z
x

bezeichnen, so ist in völliger Allgemeinheit:

,r, = A cos itf, y t
= A sin <& cos i, z

t
= A sin Tu sin i

und

also

A cos J cos ß. //, = A cos J sin ß, z
t
= A sin ./:

cos <# = cos J cos ß

sin <& cos i = cos J sin ß

sin <7ü sin i = sin J;
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woraus sich

tang .

tanq <C? = —
» sin J —sm 1$ sin i^ COS l

ergibt.

Für den Halley'schen rückläufigen Kometen ist

a = 17-988

( £) = 907

ß = 110".38'

w = 55°.10'

j = 180«—17°.45' = 1620.15'.

Also ist nach dem Vorhergehenden in diesem Falle, wo ß < 180°

ist, zu setzen

:

a = a;

e = + a (s), s = + (s)

;

w = o)

;

i = *;

tang <& = ~, < «# < 180°.

Vorträge.

Beiträge zur Kenntniss der Capricomier der österreichischen

Alpen.

Von dem c. M. Franz Ritter v. Haner,
k. k. Bergrath.

(Mit III Tafeln.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mai 1834.)

In ähnlicher Weise wie in einer früheren Abhandlung *) die

Heterophyllen, habe ich es versucht im Nachstehenden dieAmmoniten

aus der Familie der Capricomier, welche bisher in unseren Alpen

aufgefunden wurden, zu schildern.

Auch hier sind Abbildungen nur von den drei neuen Arten, die

ich aufstellen zu dürfen glaube, beigegeben. Die übrigen schliessen

sich so vollständig an schon bekannte und gut abgebildete Formen an,

dass ihre sichere Bestimmung keiner Schwierigkeit unterlag.

i) Sitzungsberichte der kais. Akad. d. Wissenseh. Mathem.-naturw. Ol. Bd. XII, S. 861.


